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RESUMEN

Vanesa Avalos Gaytan.

Candidato para el grado de Doctor en Ingenieria

con especialidad en Ingenieria de Sistemas.

Universidad Auténoma de Nuevo Ledn.

Facultad de Ingenieria Mecanica y Eléctrica.

Titulo del estudio:

MODELO ADAPTATIVO PARA LA
SINCRONIZACION EN REDES MODULARES

Numero de paginas: 120.

En el presente trabajo se estudia el fenémeno de sincronizacion en redes com-
plejas. Estas son sistemas que estan formados por conjuntos de elementos relacio-
nados entre si para lograr un fin comun, han sido catalogados como complejos por
la gran cantidad de elementos que los conforman y por la dindmica no lineal que
presentan los elementos y las interacciones entre ellos. A partir de la complejidad
en las interacciones y los elementos surgen las propiedades emergentes, como por
ejemplo la sincronizacion, un fendmeno que no puede ser explicado a partir de las

propiedades de los elementos por si solos.

La sincronizacién es el comportamiento estable en el tiempo en el que, debido al

acoplamiento entre los elementos, la dinamica de todos los elementos de un sistema
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es la misma. Ejemplos claros y espectaculares de sincronizacién se observan en los
grupos de luciérnagas que sincronizan la emision de la luz durante el apareamiento
o en las células musculares en el corazon latiendo al mismo tiempo. Para que esta
propiedad emerja deben combinarse balanceadamente varios factores, destacando las
interacciones entre los elementos del sistema y las de cada uno con el medio ambiente

€Il que se encuentren.

La mayoria de los trabajos en el contexto de las redes complejas, han buscado
las condiciones necesarias para la aparicion de la sincronizacion en la estructura de la
escala local o en las propiedades macroscopicas, sin lograr describir adecuadamente
las caracteristicas mas importantes que los sistemas complejos presentan ya que

frecuentemente presentan una organizacion en maodulos.

Hasta hace poco tiempo se ha reconocido que la organizacion modular es fun-
damental para la manera en que un sistema complejo se desenvuelve. Asi que, en
este trabajo nos hemos interesado en estudiar cémo surge este rango intermedio,
dado que en las redes naturales y artificiales se encuentra esta estructura modular,

aunque hasta ahora no se sabe cémo es que surge.

La existencia de médulos en una red para “mejorar una tarea” estd muy re-
lacionada con la coexistencia del establecimiento de subtareas colectivas y la coor-
dinacién de éstas a escala global, estos fendémenos son conocidos como segregacion
e integracion. Como por ejemplo, cualquier tarea realizada por el cerebro se realiza
dividiéndola en pequenas subtareas (segregacién), ejecutadas en regiones especifi-
cas del cerebro (médulos) que posteriormente son coordinadas (integracién) para

conseguir el resultado deseado.

OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: En este trabajo se estudia el problema de
integracion /segregacion desde el punto de vista de las redes complejas, considerando
que la topologia de la red no es estatica; esto es porque existe un mecanismo adapta-

tivo que esta actuando sobre los enlaces en la red. En ésto, el objetivo es identificar
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bajo qué condiciones ocurre la sincronizacién en redes y qué propiedades estructu-

rales estan presentes en la topologia de la red cuando ocurre la sincronizacién.

El objetivo principal es desarrollar un modelo de formacion topoldgica para una
sincronizacion eficiente, basado en la interrelacién entre las propiedades estructura-

les, locales y globales, y las propiedades dinamicas de un sistema.

En particular, se experimenta computacionalmente con las principales propie-
dades estructurales descriptivas, globales y locales, de las redes cuando han sido
modificadas con el mecanismo propuesto, y asi aclaramos la relacion entre estos
resultados y los observados para sincronizacién en ambas escalas, global y local,
por medio de la formulacién de un modelo dindmico para alcanzar la sincronizacién

eficientemente.

Para lograr alcanzar los objetivos proponemos un modelo dindmico con el cual
se modela la evolucién en el tiempo tanto de la conexion entre cada par de elementos
como la evolucion de cada uno de los elementos en el sistema. Con este modelo

podemos determinar las relaciones antes mencionadas.

CONTRIBUCIONES Y CONCLUSIONES: Se propuso un modelo para la formacién
topolodgica de redes en el cual se consideran medidas de sincronizacién a nivel local
y global, propiedades topoldgicas como el grado promedio, el grado promedio de los

vecinos, la modularidad y la asortatividad.

En el modelo se proponen dos funciones para la evolucién de un sistema, a) con
una se modela la dindmica (evolucién en el tiempo) del comportamiento de las
conexiones entre pares de elementos (enlaces) en el sistema y b) con la otra se
modela la correlacién entre cada par de elementos en el sistema. También se propone
una medida de desempeno para la sincronizacién a nivel local, la cual nos permite

cuantificar numéricamente el nivel de sincronizacion local.

El principal resultado encontrado es que la modularidad, una caracteristica

global, puede naturalmente surgir en una red siempre que los enlaces estén evolu-
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cionando, es decir, por medio de las propiedades dindmicas en la escala local. Este
resultado es importante porque en la literatura, las propuestas para estudiar la for-
macién de moédulos en redes complejas se basan en suponer una estructura topologica
pre-impuesta, aunque es bien sabido que en la naturaleza existen sistemas complejos
que presentan una estructura modular que ha emergido naturalmente, por lo que
lo més relevante para lograr entender la formacién de tales médulos, es proponer

nuevos estudios con los cuales esta caracteristica emerja naturalmente.

En conclusion, se ha propuesto un modelo adaptativo para sincronizaciéon en
redes. Se implementaron medidas para cuantificar la sincronizacién en la escala tanto
global como local. La regla propuesta para la evolucién de los enlaces ponderados
evita tener que definir una topologia de red inicial y por tanto tener que elegir un
modelo para la generacion de la topologia, y asi se optimiza la topologia de la red

para que la sincronizacién sea mas facil.

También se observo que incluso en ausencia de la sincronizacién global, un
alto grado de sincronizacion local puede prevalecer. Los resultados experimentales
mostraron que debido a la naturaleza del modelo propuesto, éste es adecuado para

estudiar la sincronizaciéon en conjunto con la formacién topoldgica.

La caracterizacion de la topologia de las redes resultantes se ha hecho en térmi-
nos de la medida de asortatividad y la medida de modularidad. Se observd que la
sincronizacién y las propiedades estructurales pueden afectarse mutuamente. Con
lo anterior se prueba que ambas se influyen de forma mutua y que tal influencia
requiere de una estructura modular la cual es determinada de forma evolutiva. Esto
es de interés ya que en la literatura existente el estudio de sincronizacion es bajo
topologias pre-impuestas; el enfoque presentado en este trabajo permite el estudio
de como la sincronizacion y procesos semejantes afectan la formacion de comunida-
des, para complementar el trabajo existente sobre cémo la presencia de comunidades

afecta a la sincronizacion.



CapriTULO 1

INTRODUCCION

En las Secciones 1.1 y 1.2 se describe brevemente qué es un sistema y qué es sin-
cronizacion en el contexto de este trabajo. En las Secciones 1.3 y 1.4 se describe
cudl es el problema que abordamos y se plantea el trabajo que proponemos en esta
investigacién. En la Seccién 1.5 se presenta la justificacion. En las Secciones 1.6,
1.7 y 1.8 se describen respectivamente el objetivo, la hipdtesis y las contribuciones

cientificas que se han logrado con este trabajo.

1.1 ;QUE ES UN SISTEMA?

Un sistema es un conjunto de elementos relacionados entre si para lograr un
fin comun. A nuestro alrededor podemos encontrar una gran cantidad de sistemas,
tanto naturales como artificiales, que podemos clasificar de forma bésica en cuatro

categorias: triviales, simples, complicados y complejos [Chialvo, 2004].

Aqui nos interesamos en aquellos catalogados como complejos debido a la gran
cantidad de elementos que los conforman y a la dindmica no lineal que presentan
tanto los elementos como las interacciones entre los elementos. Es a partir de esa
complejidad en las interacciones y los elementos de donde surgen las llamadas pro-
piedades emergentes, las cuales no pueden ser explicadas a partir de las propiedades
de los elementos aislados. De hecho, no es raro que a partir de las conductas simples

de las partes que conforman un sistema complejo, se observen propiedades o procesos
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extremadamente complejos en el conjunto que no son reducibles al comportamiento

de sus partes constituyentes.

Por ejemplo, en las colonias de hormigas se observan conductas emergentes vy,
sin embargo, los agentes individuales del sistema solo prestan atencion a sus veci-
nos inmediatos. No estan recibiendo érdenes de un agente central. Cada hormiga

actua localmente pero todas ellas producen un comportamiento global coherente y

complejo [M. Uhrmacher y Weyns, 2009].

Figura 1.1: Las hormigas son un buen ejemplo de conductas emergentes.

Otro ejemplo es el cerebro de cualquier animal. Alan L. Hodgkin y Andrew
Huxley recibieron el premio Nobel en 1963 por un modelo, propuesto en 1952, que
describia las corrientes iénicas que provocan el inicio y propagacion de los potenciales
de accién en una neurona de calamar. Asi, el comportamiento de una neurona aislada
es bien conocido. Sin embargo, este conocimiento no es suficiente para comprender
los fenémenos emergentes observados en cualquier cerebro, como son la memoria o
la percepcion de un color o un sonido. Este hecho se suele resumir con la frase “El

total es mas que la suma de las partes”.

Los sistemas complicados también estan formados por muchas partes y en
éstos basta con saber como funciona cada una de las partes que los conforman para
entender el funcionamiento total del sistema, por ejemplo un avién, en el cual un
especialista (mecanico de aviacién) conoce muy bien el funcionamiento de éste y la

utilidad de cada una de las piezas que lo componen.
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En cambio, en un sistema complejo hay més informacién que la que propor-
ciona cada parte independiente. Por eso para describir un sistema complejo no solo
hace falta conocer el funcionamiento de las partes, sino que también hace falta co-
nocer como se relacionan las partes entre si. Volviendo al ejemplo de las colonias de
hormigas, en éste hace falta conocer las conductas emergentes — que son el producto
del conjunto de las relaciones entre las partes — para entender el funcionamiento

total del sistema.

Los sistemas adaptativos complejos son un tipo especial de sistemas que son
complejos en el sentido de que son diversos y conformados por multiples elementos
interconectados y son adaptativos porque tienen la capacidad de cambiar y aprender

del pasado.

Los sistemas simples se caracterizan por tener una menor cantidad de elemen-
tos interactuando, a diferencia de los sistemas complicados y los complejos, y las
interacciones entre sus elementos y su comportamiento son no lineales, como por
ejemplo los sistemas cadticos. Note que aqui simple no implica que tengan un com-

portamiento sencillo.

En los sistemas triviales también se tiene una cantidad menor de elementos y se
caracterizan por la linealidad que presentan en las interacciones entre sus elementos

y su comportamiento.

1.2 SINCRONIZACION

De entre los muchos procesos emergentes que se pueden observar en un sistema
complejo, uno de los mas interesantes y que mas atencién recibe de la comunidad
cientifica es la sincronizacion. Sincronizacion es el nombre que recibe el comporta-
miento estable en el tiempo en el que, debido al acoplamiento entre los elementos,

la dindmica de todos ellos es la misma, cf. Figura 1.2.
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Sin acoplamiento

Con acoplamiento

Tiempo

Figura 1.2: Comportamiento de dos sistemas en el tiempo cuando estdn acoplados y
cuando no.

En la naturaleza existen muchos ejemplos de sincronizacion, y en algunos casos
son verdaderos espectaculos. Por ejemplo, el movimiento de miles de peces en un
banco, las parvadas de aves, los grupos de luciérnagas que sincronizan la emisién
de luz durante el apareamiento, las células musculares en el corazon latiendo al
mismo tiempo, o el ptblico de un concierto cuando todos aplauden al unisono para

convencer al artista de volver a actuar [Strogatz, 2003].

Para lograr llegar a la sincronizacion deben combinarse en un balance sutil
varios factores, siendo los mas destacados las interacciones entre los elementos del
grupo y las de cada individuo con el medio ambiente en que se encuentra. Aunque
este balance ha sido estudiado mediante varias herramientas, el aqui presentado es
el mas moderno y el que mas resultados ha conseguido. El enfoque para abordar
este tipo de problemas es la teoria de redes complejas. Su éxito reside en que su
esquema tedrico incluye herramientas de la teoria de sistemas dinamicos, que sirven
para tratar con sistemas no lineales, y de la teoria de grafos, adecuada para tratar

muchos elementos que interaccionan de forma no trivial.
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1.3 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Hasta hace poco tiempo, la mayoria de los trabajos sobre sincronizacion, en
el contexto de las redes complejas, han buscado las condiciones necesarias para su
aparicion, ya sea en la estructura de la escala local de sistemas complejos reales bajo
estudio o en sus propiedades macroscépicas. En el primer caso se analiza como la
sincronizacién depende de lo que sucede en el entorno de cada uno de los constitu-
yentes del sistema complejo, es decir, cuando se considera uno de los constituyentes
y todos aquellos que interaccionan con él. En el segundo, el origen de la sincroni-
zacion se busca en caracteristicas globales del sistema, es decir, cuando se ignora la

individualidad de los constituyentes.

Sin embargo, ninguna de estas descripciones pueden describir adecuadamente
las caracteristicas mas importantes que aparecen al estudiar el problema de sincro-
nizacion en redes complejas, puesto que en ellas es muy frecuente su organizacién
en médulos o comunidades (ambos términos aparecen en la literatura) [Almendral
et al., 2011]. Estos son conjuntos de elementos que estan formados por elementos
fuertemente interrelacionados entre ellos, pero estando estos conjuntos escasamente
interrelacionados con los demas. En estos casos, las caracteristicas mas importantes
del sistema surgen en el nivel intermedio entre la escala local y global, pero a este
nivel, los parametros para caracterizar local o globalmente una red no nos sirven

para identificar esas propiedades.

Desde el trabajo de Michelle Girvan y Mark Newman [2002] sobre el descubri-
miento de la estructura modular en redes reales sociales y biolégicas, fue evidente
que los sistemas en la naturaleza frecuentemente presentan estructuras organizadas
en modulos. Por trabajos como éste, se ha reconocido que la organizaciéon modular
es fundamental para la evolucién de la dindmica de un sistema complejo [Almendral
et al., 2011]. Por ejemplo, en las redes metabdlicas, una comunidad estd compuesta
por todos los metabolitos que participan en una funcién especifica del metabolismo

de una célula; o en las redes sociales, como por ejemplo Facebook o Twitter, las co-
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munidades pueden dar una gran informacién sobre cémo evolucionan las opiniones

o la propagacién de rumores [Arenas et al., 2008).

Nos hemos interesado en estudiar como aparece este rango intermedio ya que
muchas redes reales presentan una estructura modular, pero hasta ahora no se sa-
be cémo es que surge. Asi, con el fin de obtener una mejor comprensién sobre el
efecto de la modularidad en la sincronizacion, un tema importante que requiere un
estudio detallado es el crecimiento y la formacién de esta mesoescala en los sistemas
complejos. En general los modelos existentes de crecimiento de redes introducen la
modularidad a través de argumentos topoldgicos, pero poco se sabe de qué procesos
evolutivos, basados en la sincronizacion, dan lugar a la modularidad. Es decir, hasta
ahora se ha estudiado el impacto de la estructura en la funcién (sincronizacién) pero

no como la funcién determina la estructura.

1.4 TRABAJO PROPUESTO

En este trabajo se presenta un modelo, en el contexto de las redes complejas,
en el cual la formacion de la mesoescala es dinamicamente conducida por una regla
simple adaptativa. Mas precisamente, se considera una red formada por osciladores
de Kuramoto (c.f. Seccién 2.5) acoplados mediante enlaces que evolucionan segin
una dindmica dependiente del estado de sincronizacién del sistema. Los enlaces son
definidos con dos estados, 1) los enlaces que unen nodos de dindmicas similares son
reforzados y 2) los enlaces que unen nodos con dindmicas diferentes (asincronos) son
debilitados. De esta forma, se pretende mostrar que la presencia de la modularidad y
la sincronizacién (asociada a la existencia de subtareas colectivas) estén interrelacio-
nadas. Se demuestra que la presencia de modularidad se relaciona con la aparicién

de subtareas colectivas, que a su vez, son coordinadas a nivel global.
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1.5 JUSTIFICACION

Una pregunta importante que sigue abierta es el rol de la mesoescala en la
produccién de una dindmica colectiva y coordinada. Es evidente que la existencia
de comunidades en una red para “mejorar una tarea” estd muy relacionada con la
coexistencia de dos fenémenos (solo aparentemente opuestos): el establecimiento de
subtareas colectivas en la red (segregacion) y la coordinacion de dichas subtareas a

escala global (integracién).

Por ejemplo, cualquier tarea realizada por el cerebro (incluso la més sencilla)
se realiza dividiéndola en pequenas subtareas (segregacion), ejecutadas en regiones
especificas del cerebro (comunidades), y que posteriormente deben ser coordinadas

(integracién) para conseguir el resultado deseado.

Mas especificamente, en la interrelacién entre la conectividad estructural, fun-
cional y efectiva en la corteza cerebral, la segregacion se refiere a la existencia de
neuronas especializadas y areas en el cerebro, organizadas en distintas poblaciones
neuronales las cuales se agrupan para formar areas corticales cerebrales; y la inte-
graciéon da lugar a la activacion coordinada de poblaciones de neuronas, permitiendo
asi la aparicion de estados cognitivos coherentes y de conducta. En la Figura 1.3 se

muestran los diferentes modos de conectividad cerebral.

Figura 1.3: Modos de conectividad cerebral [Sporns et al., 2000]: a la derecha la conec-
tividad estructural (vias de fibra), en el centro la conectividad funcional (correlaciones),
y a la izquierda la conectividad efectiva (flujo de informacién) en cuatro regiones del
cerebro.
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En una red metabdlica sucede algo muy similar, una reaccion metabdlica se
compone de muchas reacciones quimicas (segregacion), ejecutadas por metabolitos
especializados en alguna funcién (comunidades), y que tienen que ser coordinadas

para que se realicen en la secuencia adecuada (integracion).

Esta forma de relacionar la funcién de un sistema y su estructura es ubicua en la
naturaleza, y eso demuestra que es una forma 6ptima de hacerlo (jmillones de anos de
evolucién no pueden estar equivocados!). Por tanto, desde una perspectiva préctica,
la comprensién de dicha interrelacién permitira el diseno de sistemas guiados por

sus propiedades dinamicas.

1.6 OBJETIVOS

El objetivo principal es desarrollar un modelo de formacion topoldgica para una
sincronizacion eficiente, basado en la interrelacién entre las propiedades estructura-

les, locales y globales, y las propiedades dinamicas de un sistema.

Dicho objetivo se estructura en los siguientes puntos:

= Determinar computacionalmente las relaciones entre las propiedades estructu-

rales locales y globales con la eficiencia de la sincronizacion.

= Formular un modelo dinamico para alcanzar la sincronizacién eficientemente.

1.7 HIPOTESIS

En la sincronizacién en redes, las propiedades dindmicas y topoldgicas se in-
fluyen de forma mutua. Dicha influencia requiere de la existencia de una mesoescala

(una estructura modular), que se puede determinar de forma evolutiva.
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1.8 CONTRIBUCIONES CIENTIFICAS

Modelo de formacion de redes Se propone un modelo para la formacion to-
pologica de redes en el cual se consideran medidas para sincronizacién a nivel
local y global. También se incluyen propiedades topoldgicas como el grado
promedio, el grado promedio de los vecinos, la modularidad y la asortatividad.
En el modelo se proponen dos funciones para la evolucién de un sistema: con
una se modela la dindmica (evolucién en el tiempo) del comportamiento de
las conexiones entre pares de elementos (enlaces) en el sistema, con la otra se

modela la correlacion entre cada par de elementos en el sistema.

Medida de desempeno Se propone una medida de desempeno para la sincroni-
zacion a nivel local la cual permite cuantificar numéricamente el nivel de sin-

cronizacion local.

1.9 ESTRUCTURA DE LA TESIS

En el Capitulo 2 se da una breve introduccion a las redes complejas, la herra-
mienta elegida en este trabajo (Seccién 2.2), y a la sincronizacién, nuestro objetivo
(Seccién 2.3). Posteriormente, en la Seccién 2.4 se introduce brevemente la sincro-
nizaciéon en redes complejas. Finalmente, el Capitulo 2 concluye con el modelo de

Kuramoto en la Seccién 2.5, en éste se basa el presente trabajo.

En el Capitulo 3 presentamos la formulacion del modelo planteado para lograr
los objetivos propuestos. Describimos las medidas tanto de sincronizaciéon como de

caracterizacion topologica empleadas.

Los experimentos son presentados en el Capitulo 4. En el Capitulo 5 presen-
tamos la justificacion del porqué en algunos casos el modelo propuesto no converge

como en el resto de los casos.
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En el Capitulo 6 damos las conclusiones y comentamos brevemente algunas
lineas de investigacién futuras que pueden dar lugar a nuevas aportaciones como

consecuencia de los resultados obtenidos.



CAPITULO 2

MARCO TEORICO

Es importante tener conocimiento previo sobre la terminologia que se usara de
aqui en adelante para entender la metodologia propia de nuestro trabajo. Asi que
en la Seccion 2.1 se describen los conceptos y términos necesarios para un mejor
entendimiento de temas como las redes complejas y la sincronizacion; las cuales se
introducen en la Seccién 2.2 y en la Secciéon 2.3. Tras estos dos temas se da una breve
introduccion sobre la sincronizacion en redes complejas en la Seccién 2.4. Por tltimo
se presenta en la Seccién 2.5 el modelo de Kuramoto, modelo en el cual esta basado

el modelo propuesto en la metodologia de solucion.

2.1 DEFINICION DE CONCEPTOS

En esta seccion se describen los conceptos necesarios para un mejor entendi-

miento de la descripcion de las diferentes partes que componen este trabajo.

Red: Una red G consiste de un conjunto de puntos V = {v,vs,...,v,} llamados
nodos o vértices, y un conjunto de parejas ordenadas E = {(v,,,v,) € V XV},
donde cada pareja ordenada (v,,,v,) se llama enlace o arista del nodo v, al
nodo v,. Se denotara por N la cardinalidad de V' y por M la cardinalidad de
E.

Red ponderada: Cuando los enlaces de una red tienen asignado un peso wp,,, la

red se llama ponderada.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 12

m

Figura 2.1: A cada enlace (v,,,v,) se le puede asignar un peso w,,,.

Red dirigida: Los enlaces tienen direccion del nodo v, (punto inicial) al nodo v,

(punto final).

Red no dirigida: Se dice que la red es no dirigida si para cada pareja (v, v,) € E

también existe la pareja (v,,v,,) € E.

Enlaces o nodos adyacentes: Dos enlaces son adyacentes si tienen un nodo en

comun; dos nodos son adyacentes si estan unidos por una enlace.
Incidencia: Un enlace (v, v,) es incidente a un nodo si lo une a otro.

Matriz adyacente: Si G es una red con N nodos, la matriz adyacente A tiene di-
mensiones N X N, cuyo elemento a,,, es uno si existe el enlace (v,,,v,) y cero en
otro caso, m =n =1,2,..., N (la Figura 2.2 muestra un ejemplo). Obsérvese,

que por definicién, para redes no dirigidas A es una matriz simétrica.

Grado de un nodo: Es el numero de enlaces incidentes a un nodo m. En términos

de la matriz adyacente:
N
ki = Gy (2.1)
n=1

De forma alternativa se puede decir que el grado es el niimero de wecinos
que tiene el nodo m. Se llama vecino del nodo m a cualquiera de sus nodos
adyacentes. A los nodos con grado cero se les llama nodos aislados. En la

Figura 2.3 los grados correspondientes son: k; = 2, ko = 2, k3 = 3, ky = 1.

El grado promedio es

(k) = % > ke (2.2)

m=1
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V1 0
vy | 1
V3 1
V4 0
vs| 1

0

Ve

Figura 2.3: El grado para cada uno de los nodos del grafo es: k1 = 2, ky = 2, k3 = 3,
ky=1.

También es conocido como conectividad de la red.

Camino: Es una sucesion finita en la que aparecen alternadamente nodos y enlaces
de una red. Los nodos extremos son los nodos final e inicial del camino, y
la longitud de éste es el nimero de enlaces que contiene. Como ejemplos de

camino podemos mencionar los siguientes:

Camino euleriano: Es un camino que contiene todos los enlaces, aparecien-
do una sola vez cada uno. Una red que admite este camino se denomina
red euleriana, y sus nodos tienen grado par o dos de los nodos tienen

grado impar.
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Ciclo: Es un camino cerrado donde los tinicos nodos repetidos son el primero

y el dltimo.

Camino hamiltoniano: Es un camino simple en el que todos los nodos apa-
recen exactamente cada uno una sola vez. Un ciclo que a su vez es un
camino hamiltoniano se denomina ciclo hamiltoniano, y una red que con-

tiene un ciclo hamiltoniano se denomina red hamiltoniana.

Distancia entre dos nodos: Numero de enlaces que estan en el camino mas corto

entre los nodos.

Red completa: Red en la que cada par de nodos esta conectado por un enlace. Si

N(N-1)

una red tiene N vértices, el niimero de enlaces es M = —=

Red regular: Red en la que todos los nodos tienen el mismo grado, es decir, el

mismo numero de vecinos.

Red conexa: Si existe un camino entre cualesquiera dos nodos se dice que la red

G es conexa.

Modularidad Dada una red, se puede definir una particiéon de sus nodos en dos o
mas grupos, llamados mddulos o comunidades. La modularidad es una medida
de la calidad de esta particion. Cuando en una red los nodos se pueden asignar
a subconjuntos disjuntos en los que existen muchos enlaces entre ellos, pero
pocos con el resto, la modularidad tiene un valor alto. Cuando no es posible

encontrar dicha particién, la modularidad es baja [Newman, 2006].

Matematicamente, la modularidad de una particién se define como la fraccion
de enlaces entre nodos del mismo grupo menos la fraccién de enlaces que se
obtendrian en una red con el mismo ntimero de nodos y enlaces, pero con estos
ultimos distribuidos de forma aleatoria entre todos los posibles pares de nodos.

Es decir, si G,, es el grupo al que esta asignado el nodo v,, y la red tiene M
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enlaces, la modularidad () se calcula como:

1 ko kn,
M == m Z (amn — W) 5(Gm, Gn), (23)

m,n

donde k,, es el grado del nodo v,,, a,,, = 1 cuando existe un enlace entre los
nodos m y n, y a,, = 0 en caso contrario; § es la delta de Kronecker, es uno
si los nodos v, y v, estan en la misma comunidad y es menos uno en caso

contrario. Las comunidades de v,, y v, son denotados por G,, y G,,.

En la Figura 2.4 se muestra una red con N = 6 y M = 7 y en particular se
definen cinco bi—particiones de las 6! = 20 posibles divisiones. En este caso se denota
cada una de las bi-particiones hechas por P1 = {G1,G1}, P2 = {G2,G2}, P3 =
{G3,G3}, P4 = {G4,G4} y P5 = {G5, G5}, donde por ejemplo: G1 denota la primer
comunidad y su complemento G1 denota la segunda comunidad para la divisién P1,

para el resto de particiones es similar.

Figura 2.4: Cinco diferentes bi—particiones para una red con 6 nodos y 7 enlaces.

Particién Comunidades
P1 G1={n} G1 = {vy,v3,v4, V5, V6 }
P2 G2 = {v,v9} G2 = {v3,v4, v5, 6}
P3 G3 = {vy,v9,v3} G3 = {vy,v5,v6}

P4 G4 = {1)1,1)2,1)3,’04} m = {1)5,1)6}
P5 G5 = {Ul,Ug,U37U4,’U5} ﬁ = {UG}
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Se calcula la modularidad con la Ecuacién 2.3 para las particiones dadas ob-

teniendo los siguientes resultados:

Particion Resultado
P1 Mg, = —0.0816
P2 Mg, = 0.2449
P3 Mg, = 0.7143
P4 Mg, = 0.2449
P5 M, = —0.0816

A simple vista se observa que la division 6ptima es para particion P3 — for-

mada por las comunidades G3 y G3 — en la cual la modularidad es M, = 0.7143.

Es importante mencionar que cualquier método para maximizar la modularidad
se basa en buscar las comunidades existentes en la red, por lo cual al maximizar la

modularidad se identifica la particién 6ptima de comunidades.

Coeficiente de agrupamiento: Duncan Watts y Steven Strogatz [1998] definen

el coeficiente de agrupamiento local C), del nodo v,, como:

2L

Cm = Ko (ks — 1)

(2.4)

donde L es el nimero de enlaces que conectan los k,, vecinos del nodo m, y
kp(km — 1)/2 es el nimero total de posibles enlaces entre los vecinos. Este
coeficiente se define solo para los nodos con grado mayor que uno y siempre es
un numero entre cero y uno. Cuando C,, = 1 significa que todos los vecinos
del nodo m se enlazan entre ellos, y cuando C,, = 0 implica que no hay
enlaces entre ellos. El coeficiente de agrupamiento C es el promedio de los

agrupamientos locales de todos los nodos en la red.
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(a) C=17/9 b) C=0 (c)C=1

Figura 2.5: El coeficiente de agrupamiento local C,, y el coeficiente de agrupamiento
C son calculados para tres ejemplos simples. (a) Cpm1234 = {1/3,NA 1,1} y C =
7/9 (b) Cm:1,2,3,4 = {NA,NA,NA,O} Yy 6 = 0. (C) Cm:1,2,3,4 = {1, ]_,1, ]_} Yy U =1
[Almendral, 2006], donde NA significa que no aplica la medida.

2.2 REDES COMPLEJAS

El problema de los siete puentes de Konigsberg es un célebre problema ma-
tematico, resuelto por Leonhard Fuler en 1736 y cuya resolucién dio origen a la
teoria de grafos. Konigsberg es el antiguo nombre de la ciudad rusa de Kaliningra-
do, que durante el siglo XVIII formaba parte de Prusia Oriental como uno de los
ducados del Reino de Prusia. Esta ciudad es atravesada por el rio Pregolya, el cual
se bifurca para rodear con sus brazos a la isla Kneiphof, dividiendo el terreno en
cuatro regiones distintas, como se muestra en la Figura 2.6, y que entonces estaban
unidas mediante siete puentes llamados puente del herrero, puente conector, puente

verde, puente del mercado, puente de madera, puente alto y puente de la miel.

El problema de los siete puentes fue motivado por la curiosidad, cuando los
ciudadanos se interesaron en saber si era posible dar un paseo comenzando desde
cualquiera de estas regiones, pasando por todos los puentes recorriendo una sola vez

cada uno y regresando al mismo punto de partida.

Haciendo uso de la teoria de grafos, el mapa de las cuatro regiones en que
esta dividida la ciudad de Konigsberg es representado como se observa en la Figu-
ra 2.7. Tan solo este cambio de perspectiva fue suficiente para que Euler demostrara

que no era posible.
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Figura 2.6: Mapa en el que se indica donde estaban los siete puentes en Konigsberg en

la época de Leonhard Euler.
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Figura 2.7: En la Figura 2.6 marcamos con A, B, C y D los puntos del mapa que seran
los nodos y los puentes marcados en negro son los enlaces en el grafo.

Tras la muerte de Euler, la teoria de grafos recibié muchas contribuciones de
matematicos como Hamilton, Kirchoff y Cayley, que se centraron en estudiar las
propiedades de los grafos requlares. De hecho, existen varios términos usados en
grafos con el nombre de estos autores: camino hamiltoniano, grafo de Cayley (que
representa la estructura de un grupo) o el teorema de Kirchhoff (sobre el nimero de

arboles de expansién en un grafo).

Mas tarde, en 1852 Francis Guthrie planteé el problema de los cuatro colores.

En este problema se plantea si es posible colorear cualquier mapa de paises usando
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solamente cuatro colores de tal manera que dos paises vecinos nunca tengan el mismo
color (c.f Figura 2.8); y cuya solucién pasa por representar los paises con nodos y

las fronteras entre ellos con enlaces.

E Y
'!’\_
| !

Figura 2.8: Mapa coloreado con cuatro colores.

El estudio de grafos regulares resolvio muchos e interesantes problemas pero
nadie se planted la importante cuestion de como surgen las redes. Es decir, la apro-
ximacién a las redes era estatica, nadie se preguntaba qué tipo de proceso dindmico
genera una red. Solo en 1959 ese problema recibi6 el tratamiento adecuado de la

mano del prolifico matematico Paul Erdés.

Paul Erdés y su colega, Alfréd Rényi, propusieron un modelo en el que los
enlaces de una red aparecian con cierta probabilidad p. Hoy dia, la red resultante de
ese proceso se conoce con el nombre de grafo aleatorio. El principal resultado que
obtuvieron fue que existe una probabilidad critica p. ~ 1/N, por encima de la cual, la
mayoria de los N nodos de la red estan conectados. Notese que el numero de enlaces
que hay que introducir para conectar N nodos es aproximadamente p.N? ~ N (esto
es, incluso para redes grandes, la probabilidad de enlazar dos nodos no necesita
ser muy alta para conseguir enlazarlos a casi todos ellos). Un estudio detallado de
las redes aleatorias muestra que estas redes tienen un coeficiente de agrupamiento
pequeno y una distancia media pequena, en tanto que las redes reales presentan un

coeficiente de agrupamiento alto y una distancia media pequena.
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En 1998 Duncan Watts y Steven Strogatz presentaron un modelo simple acerca
de la estructura de redes, intentando justificar la conectividad en el problema de la
sincronizacién de los chirridos de los grillos, los cuales muestran un alto grado de
coordinacién sobre distancias largas (como si los insectos estuvieran “invisiblemen-
te” conectados). El trabajo de Watts y Strogatz [1998] no terminé en una nueva
contribucién a la teoria de sincronizacion, sino que dio inicio a la teoria moderna
de redes complejas. Mostraron que a partir de una red regular la adicién al azar de
un pequeno numero de enlaces reduce la distancia entre los nodos drasticamente; cf.
Figura 2.9. Y como las redes regulares se caracterizan por tener un coeficiente de
agrupamiento alto, conseguian simultaneamente una pequena distancia media entre

nodos, como sucede en las redes reales.

0 Aleatoriedad 1

Figura 2.9: En el modelo de Watts y Strogatz, que transforma una red regular en una
red aleatoria, aparece un tipo de red en la que la distancia entre los nodos se reduce
manteniendo un coeficiente de agrupamiento alto.

Esta caracteristica es conocida como efecto de “mundo pequeno” (en inglés:
small world, SW) y fue reportada por primera vez en un experimento realizado por
Travers y Milgram [1969], el cual consistio en examinar la longitud de ruta promedio

para redes sociales de personas en Estados Unidos.

Muy pronto se descubrio que la naturaleza de muchos de los patrones de inter-
accion que se observan en diversos escenarios, como en la Internet, la World Wide
Web, redes de colaboracion cientifica y redes bioldgicas [Barabési y Albert, 1999; Ba-
rabasi y Oltvai, 2004], presentaban propiedades que el modelo de Watts y Strogatz
no era capaz de reproducir. La mayoria de estos escenarios mostraron que la distri-

bucion de los grados seguia una ley de potencias. Por tratarse de una distribucién en
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la que la media no coincide con el méaximo, no tiene una escala caracteristica, y por
ello han sido llamadas redes libres de escala. Los nodos mas conectados, llamados
centros en este trabajo (en inglés: hubs), estdn mucho méas conectados de lo que los

modelos de Erdés-Rényi o Watts-Strogatz pueden explicar.

Esta complejidad estructural provocé un gran desarrollo de trabajos, princi-
palmente en la comunidad de los fisicos, ya que este conjunto completamente nuevo
de medidas, modelos y técnicas que se necesitaban para estas estructuras topoldgicas

ya existian en la fisica estadistica.

En particular, los fisicos Albert-Laszlé Barabasi y Réka Albert propusieron un
modelo (BA) que generaba la distribucién de los grados observados en redes reales.
Dicho modelo utilizaba el principio de “los ricos se enriquecen” (en inglés: rich get
richer), que aplicado a las redes complejas recibe el nombre de enlace preferente.
Este resultado dice que, para obtener una red libre de escala, es necesario que una
red crezca anadiendo nuevos enlaces a nuevos nodos, de modo que los centros reciban

los nuevos enlaces con mayor probabilidad [Barabdsi et al., 2004].

Sin embargo, se ha constatado que las redes reales tienen una estructura mo-
dular (estédn organizadas en comunidades) pero el modelo BA no. Como se explica en
la introduccién, es bien conocido que la modularidad es una caracteristica esencial
para comprender el funcionamiento de una red. Es importante destacar que hasta el
modelo de BA, las redes evolucionan sin tener en cuenta la dindmica interna de los
nodos. Es cuando se incluye la dinamica que la modularidad revela su importancia.
Generar la modularidad por medio de argumentos topolédgicos es facil, pero poco
realista. Falta ain una teoria que genere esta modularidad teniendo en cuenta la

misma dindmica para la que luego la modularidad serd importante [Newman, 2006].
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2.3 SINCRONIZACION

El fenémeno de sincronizacion es uno de los fendmenos mas atractivos de
caracter cooperativo. Podemos observar procesos de sincronizacién en sistemas biologi-
cos, quimicos, fisicos y sociales. Este fenomeno ha atraido el interés de muchos
cientificos durante siglos [Acebrén et al., 2005]. Un ejemplo paradigmético es el
parpadeo sincrono de las luciérnagas que se observa en algunos bosques del sur de
Asia. Por las noches multitudes de luciérnagas sobre los arboles comienzan a emi-
tir destellos de luz. Inicialmente emiten la luz incoherentemente, pero después de
un periodo corto de tiempo todas las luciérnagas destellan en armonia, creando un

efecto visual sorprendente.

La relevancia de la sincronizacién ha sido frecuentemente enfatizada aunque
ésta no siempre ha sido completamente entendida. En el caso de las luciérnagas los
destellos sincronos pueden facilitar el cortejo entre machos y hembras. En muchos
otros casos la funcion biolégica de la sincronizacién esta atn en discusion. Por otro
lado, la asincronia podria conducir a un desastre o extincion, con lo cual diferentes
especies en la misma cadena trofica, cf. Figura 2.10, pueden desarrollar diferentes

ritmos circadianos para aumentar su probabilidad de supervivencia [Strogatz, 2003].

Las investigaciones sobre los fenémenos de sincronizacion se centran inevita-
blemente en determinar el mecanismo principal responsable de la conducta colectiva

sincrona entre los miembros de una poblacion dada.

Para obtener una actividad global y coherente se requiere la interaccion de
elementos oscilatorios. La actividad ritmica de cada elemento puede deberse al pro-
ceso de fuentes internas o externas, como estimulos o fuerzas externas. Incluso si
los procesos internos responsables de la ritmicidad tienen diferentes origenes fisicos
o bioquimicos, los cuales pueden ser muy complejos, se puede llegar a entender la

esencia de la sincronizacion en términos de unos pocos principios basicos.
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Figura 2.10: Diferentes especies en la misma cadena tréfica. Imagen extraida de Burns
[2009].

Los fenémenos de sincronizacién se han investigado desde los principios de la
fisica. En el siglo XVI, Christian Huygens descubrié que dos relojes de péndulo colga-
dos en la misma pared (c.f. Figura 2.11) sincronizaban perfectamente sus oscilaciones

de fase.

Figura 2.11: Dos relojes de péndulo en una pared pueden sincronizarse.

Existen diferentes maneras de atacar este problema. Suponga que la actividad
ritmica de cada elemento es descrita en términos de una variable fisica que evolu-
ciona regularmente en el tiempo. Cuando cada variable alcanza un cierto umbral los
elementos emiten una pulsacion, la cual es transmitida a todos sus vecinos. Después,

un mecanismo de reajuste inicializa el estado de este elemento, asi un nuevo ciclo
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empieza otra vez. Esencialmente el comportamiento de cada elemento es similar al de
un oscilador. Asumiendo que el ritmo tiene un cierto periodo, cada que un ciclo se re-
pite la posiciéon en qué un oscilador se encuentra en un instante de tiempo es llamada
fase. El efecto del pulso emitido es alterar el estado actual de los vecinos modificando
sus periodos, haciéndolos mas largos o mas cortos. Esta perturbacion depende del
estado actual del oscilador (i.e., de su fase) que recibe el impulso externo (i.e., la
perturbacién implica un cambio de fase). El andlisis del comportamiento colectivo

del sistema puede realizarse bajo dos condiciones:

i) el cambio de fase inducido por un impulso es independiente del ntimero de

impulsos que llegan entre impulsos del individuo afectado en un intervalo y

ii) la llegada de un impulso afecta el periodo de un intervalo de tiempo actual,
pero la memoria se pierde instantaneamente y el comportamiento en intervalos

futuros no es afectado.

También se han estudiado los efectos de la sincronizacion considerando conjuntos
de osciladores no lineales que se mueven en ciclos limite de atraccion con amplitud
constante. Estos son los llamados osciladores de fase o ciclo limite. Acoplandolos
débilmente se asegura que ninguna perturbacion puede llevar a algin oscilador fuera
del ciclo limite global, por lo que solo se requiere de un grado de libertad para

describir la evolucién de la dindmica global del sistema.

El primer escenario de osciladores acoplados a pulso es quizas el mas intuitivo,
directo y mas facil de modelar. Sin embargo, la naturaleza discreta y no lineal de
acoplamiento a pulsos da lugar a importantes complicaciones matematicas. Tratar
con pocos elementos acoplados a pulso puede ser sencillo en el marco de los siste-
mas dindmicos, mientras que la descripcién es mucho mas complicada para un gran

numero de dichos elementos.

Proponer un modelo para un segundo escenario del ciclo limite da un amplio

margen para la investigacion, lo cual nos obliga a considerar modelos con tiempo
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continuo e interacciones especificas no lineales entre los osciladores y éstos son ma-

temdaticamente tratables.

Ahora se sabe que los modelos considerados con las propiedades anteriormente
mencionadas (tiempo e interacciones) son excepcionales. Arthur T. Winfree 1967;
2001 observé que la sincronizacién se puede entender como un proceso de umbral.
Cuando el acoplamiento entre los osciladores es bastante fuerte, una fracciéon ma-
croscopica de éstos se sincroniza con una frecuencia comun. El modelo que propuso
fue dificil de resolver, aunque se ha encontrado una versién que tiene solucién [Aria-

ratnam y Strogatz, 2001].

Al inicio, la atencién se dedico a la sincronizacién de sistemas periddicos, mien-
tras que recientemente la buisqueda de sincronizacién se ha trasladado a los sistemas
cadticos [Boccaletti et al., 2002]. Cuando se acoplan elementos cadticos, pueden lle-
var a cabo diferentes fenémenos de sincronizacion completa o idéntica [Hirokazu y
Yamada, 1983; Afraimovich et al., 1986; Pecora y Carroll, 1990], sincronizacién de
fase [Rosenblum et al., 1996; Rosa et al., 1998], sincronizacién con retardo [Zaks et
al., 1999], sincronizacién generalizada [Rulkov et al., 1995; Kocarev y Parlitz, 1996],
sincronizacién con retardo intermitente [Rosenblum et al., 1996; Boccaletti et al.,
2000], sincronizacién de fase imperfecta [Zaks et al., 1999] y “casi” sincronizacién

[Femat y Solis-Perales, 1999].

La sincronizacion completa o idéntica es la forma mas simple de sincronizacién,
consiste en un perfecto enganche de las trayectorias de sistemas caoticos idénticos
en el transcurso del tiempo. En cambio, la sincronizacion generalizada considera
sistemas no idénticos en los que el comportamiento de unos es una funcién dada
de la salida de otros [Rulkov et al., 1995; Kocarev y Parlitz, 1996]. Los osciladores
no idénticos acoplados pueden alcanzar el régimen de sincronizacién de fase, en el
cual un bloque de las fases se produce sin una correlacion importante asociada a las

amplitudes [Rosenblum et al., 1996].
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La sincronizacion con retraso implica el acotamiento asintético de la diferencia
entre la salida de un sistema para el tiempo ¢ y la salida de otro desplazada en el

tiempo por un lapso de tiempo Ty, [Rosenblum et al., 1997].

Este tltimo fenémeno también puede ocurrir intermitentemente, dando lugar
a la sincronizacién de retraso intermitente, donde los sistemas acoplados estan la
mayor parte del tiempo verificando la condicién para la sincronizacion de retraso,
pero persistentes rafagas de comportamiento local asincrono pueden afectar inter-

mitentemente sus dindmicas [Rosenblum et al., 1997; Boccaletti y Valladares, 2000].

Anélogamente, la sincronizacién de fase imperfecta es el régimen en el que las
fases se deslizan intermitentemente dentro de un proceso de sincronizacién de fases

[Zaks et al., 1999].

La continuacién de estos trabajos ha investigado fenémenos de sincronizacion,
mediante pruebas en sistemas experimentales o naturales, para estudiar los meca-
nismos que conducen a la falta de sincronizacién [Barreto et al., 2000; Barreto y So,
2000], y para definir la unificacién de criterios formales que podrian abarcar dentro

del mismo marco los diferentes fenémenos de sincronizaciéon [Boccaletti et al., 2001].

2.4 SINCRONIZACION EN REDES COMPLEJAS

Durante més de una década hemos sido testigos de la evolucién del campo de
las redes complejas, sobre todo desde el punto de vista estatico, a pesar de que se han
hecho numerosos intentos para caracterizar las propiedades dindmicas de las redes
complejas. Una de las consecuencias dinamicas, conocida desde los origenes de las
redes complejas, es el fendmeno emergente de la sincronizaciéon de una poblacién de
unidades con un comportamiento oscilante. El anélisis de los procesos de sincroniza-
cién se ha beneficiado del avance sobre el entendimiento de la topologia de las redes
complejas, y esto ha contribuido al entendimiento de sus propiedades emergentes

[Boccaletti et al., 2006; Arenas et al., 2008].
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Histéricamente el estudio de la sincronizacién comenzé tratando de entender
este proceso en el contexto de las redes neuronales biolégicas. Los primeros estu-
dios fueron realizados en osciladores acoplados mediante una red de interacciones
regular. Mas alla de las diferencias con la concepcién actual de una red compleja,
las topologias estudiadas por Niebur et al. [1991] pueden ser consideradas como una
primera aproximacion que revelan cémo la complejidad de la conectividad afecta a
la sincronizacién. Niebur et al. [1991] utilizaron una red cuadrada geométrica para la
construccion de tres sistemas con diferente conectividad: el primero fue conectividad
con los cuatro vecinos mas cercanos, el segundo conectividad de Gauss truncada en
20, y el tercero es una conectividad aleatoria poco densa. Con sus resultados mos-
traron que los enlaces de largo alcance conducen a fases “muy cercanas” entre los
osciladores mas rapida y robustamente que los enfoques de acoplamiento con los ve-
cinos més cercanos o conexiones localmente densas. Estas observaciones son la raiz
de resultados recientes acerca de sincronizacién en redes complejas de osciladores

[Arenas et al., 2008].

Winfree [1967] estudié la dindmica no lineal de una gran poblacién de os-
ciladores de ciclo limite acoplados débilmente con frecuencias naturales que fueron
distribuidas en torno a algin valor medio de acuerdo a una determinada distribucién
de probabilidad. Lo més importante fue que consideré osciladores biolégicos como
osciladores de fase haciendo a un lado la amplitud; descubrié que una poblacion de
osciladores no idénticos puede presentar un notable fenémeno de cooperacién [Are-
nas et al., 2008]. Cuando la varianza de la distribucién de las frecuencias es grande,
los osciladores evolucionan cada uno de forma incoherente cerca de su frecuencia na-
tural. Este comportamiento se mantiene cuando la varianza es reducida hasta cruzar
un cierto umbral. Por debajo de este umbral los osciladores se empiezan a sincroni-
zar espontaneamente [Winfree, 2001]. Este modelo fue resuelto analiticamente por

[Ariaratnam y Strogatz, 2001].

El trabajo de Winfree estimul6 el campo de la sincronizacion colectiva y el uso

de enfoques matematicos para resolver el problema. Uno de estos enfoques considera
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un sistema formado por una gran poblacién de osciladores débilmente acoplados,
casi idénticos y con una interaccion de ciclo limite. La fase de cada oscilador esté in-
fluenciada por la fase de otros osciladores, y los cambios del ritmo de éstos son de

acuerdo a cierta funcién [Acebrén et al., 2005; Strogatz, 2000].

A finales de los 80’s, Strogatz y Mirollo [1988] y més tarde Niebur et al. [1991],
estudiaron la sincronizacion colectiva de osciladores de fase no lineales con frecuen-
cias naturales aleatorias bajo una variedad de sistemas de acoplamiento en redes
en dos dimensiones [Arenas et al., 2008]. Posteriormente, se trabajé con osciladores
cuya topologia de interacciones eran redes libres de escala o redes de mundo pequeno
[Nishikawa et al., 2003; Lago-Fernandez et al., 2000; Gade y Hu, 2000; Jost y Joy,
2001; Hong et al., 2002; Kwon y Moon, 2002].

Mas tarde se han concentrado principalmente en fenémenos de sincronizacién
completa de sistemas no lineales idénticos, ya que éstos permiten un enfoque analiti-
co. En los sistemas no lineales idénticos, un problema importante es evaluar las
condiciones para la estabilidad del comportamiento sincrono de una topologia de
red cualquiera y para una configuracion de acoplamiento genérico. Esto se logra con
un método muy potente llamado técnica de la funcion general de estabilidad (en

inglés: master stability function) [Pecora y Carroll, 1998].

Como resultado de estos trabajos, ahora se sabe que una poblacién de oscila-
dores exhibe una dindmica andloga a una transiciéon de fase en equilibrio. Cuando
las frecuencias naturales de los osciladores son muy diferentes en comparacion con
la fuerza de acoplamiento, no son capaces de sincronizar sus fases y el sistema se
comporta de forma incoherente. Sin embargo, si el acoplamiento es suficientemente

fuerte, todos los osciladores alcanzan a sincronizarse.

La transicion de asincronia a sincronia se realiza al alcanzar un determinado
umbral. Al alcanzar el umbral algunos de los osciladores bloquean su fase relativa y
se desarrollan grupos de nodos sincronizados dando lugar al inicio de la sincroniza-

cién. Después de esto la poblacion de osciladores se divide en un estado parcialmente
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sincronizado, formado por osciladores que han bloqueado sus fases, y un grupo de
nodos cuyas frecuencias naturales son demasiado diferentes como para ser parte del
conjunto coherente (sincronizado). Finalmente, después de incrementar el acopla-
miento poco a poco, el resto de los nodos son arrastrados en torno a la fase media
del ritmo colectivo generado por toda la poblacion y el sistema se establece en un

estado completamente sincronizado [Arenas et al., 2008].

Actualmente existen resultados para tres tipos diferentes de osciladores: osci-
ladores de ciclo limite modelo de Kuramoto, modelos acoplados a pulso y sistemas
de mapas acoplados. En la siguiente secciéon se da una breve revision de osciladores

de ciclo limite, modelo de Kuramoto, que es el elegido en este trabajo.

2.5 MODELO DE KURAMOTO

El modelo de Kuramoto, propuesto por Yoshiki Kuramoto, es un modelo ma-
tematico para describir fendmenos de sincronizacion. Especificamente modela el com-
portamiento de sistemas de muchos osciladores acoplados. En la forma mas habitual
del modelo, se considera que cada oscilador tiene su propia frecuencia natural (o
intrinseca) €2, y cada uno estd acoplado igualmente al resto de osciladores [Ku-
ramoto, 1975, 1984]. Formalmente, dada una poblacién de N osciladores de fase
acoplados, la fase del m—ésimo oscilador, denotada por 6,,, evoluciona en el tiempo

de acuerdo a la siguiente ecuacion:

N
. (o) .
Om = Q. + N E sin(6, — 0,,), (2.5)
n=1
donde o es la fuerza de acoplamiento entre los osciladores, que comunmente se con-
sidera constante. Las frecuencias son distribuidas de acuerdo a alguna funcién ¢(£2),
la cual usualmente se asume como unimodal y simétrica respecto a su frecuencia

media 0.
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Cada oscilador intenta evolucionar independientemente con su propia frecuen-
cia, mientras que la fuerza de acoplamiento o tiende a sincronizar cada uno con los
demés. El término 1/N es un factor de normalizacién que se introduce por convenien-
cia de manera que los resultados tedricos que se explican a continuacién, Ecuaciones

(2.7), (2.8) y (2.9), no dependan del tamafio de la red.

El modelo fue motivado por el comportamiento de ciertos osciladores quimicos
y bioldgicos, y permite modelar la sincronizacién y la asincronia en grupos de os-
ciladores acoplados. La limitada variedad de estados en los que el modelo se puede

encontrar lo hace apropiado para el modelado de algunos sistemas de la neurociencia.

La dinamica colectiva de toda la poblacion es medida por el parametro de

orden complejo macroscépico:

T(t)ei(b(t) — N Z eien(t)’ (26)

donde el médulo 0 < |r(t)| < 1 mide la coherencia de las fases de la poblacién y
¢(t) es la fase promedio. Los valores r ~ 1 y r ~ 0 describen los limites en los cuales
todos los osciladores estan acoplados en fase o se mueven de forma incoherente,
respectivamente y ~ representa las fluctuaciones de tamanio O(N %). Multiplicando
ambos lados de la Ecuacién (2.6) por e~®m e igualando las partes imaginarias como

explican Arenas et al. [2008], se tiene que la Ecuacién (2.5) se puede escribir como:

Om = Qp +orsin(¢ —60,,), param=1,2,... N. (2.7)

La Ecuacién (2.7) establece que cada oscilador interactiia con el resto solo a través
de las cantidades r y ¢. La cantidad r proporciona un ciclo de retroalimentaciéon
positiva para el ritmo colectivo del sistema: a medida que r incrementa porque la
poblacién se vuelve mas coherente, el acoplamiento entre los osciladores se fortalece

y mas de ellos acaban entrando en el grupo sincronizado.
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También, la Ecuacién (2.7) permite calcular un valor de acoplamiento o, critico
por su influencia en la dindamica colectiva. Para la buisqueda de soluciones estables
se asume que 7(t) y ¢(t) son constantes asintoticamente. Al establecer ¢ = 0 se llega

a las ecuaciones de movimiento [Kuramoto, 1975, 1984]:

Om = Q — orsin(0,,), param=1,2,..., N. (2.8)

En el largo plazo la solucion de la Ecuacién (2.8) revela dos tipos de comportamiento
cuando el acoplamiento es mayor al valor critico o,. Por un lado, para un grupo de
osciladores verificando |€2,,,| < or, sus fases son muy parecidas. Por otro lado, el resto
de los osciladores, para los cuales [€,,| > or, se mantienen a la deriva alrededor de

un ciclo, algunas veces acelerando y otras rotando con frecuencias bajas.

Al imponer algunas condiciones para la distribucién estacionaria de los oscila-
dores a la deriva con frecuencias 2, y fases 6,, [Strogatz, 2000; Arenas et al., 2008],

se puede derivar una ecuacién de auto-consistencia

(NE

= or / (cos? 6)g(w) do,

jus
2

donde w = orsin(f). Esta ecuacién admite la solucién no trivial para r > 0

o, = . (2.9)

La Ecuacién (2.9) es la expresiéon del acoplamiento critico en la aproximacion
de campo medio, la cual indica que por encima de o, el sistema siempre alcanza la

sincronizacién, es decir, se tiene una transiciéon de no sincronizacién a sincronizacion.



CAPITULO 3

METODOLOGIA DE SOLUCION

En este capitulo, en la Seccién 3.1 se presenta el modelo propuesto para la formacion
topoldgica y sincronizacion de redes, el cual estd basado en el modelo de Kuramoto
descrito en el capitulo anterior. En la Seccion 3.2 se presentan las medidas de grado
de sincronizacion tanto global como local y en la Seccién 3.3 se presentan las medidas

usadas para la caracterizacion de la estructura topologica de las redes.

3.1 FORMULACION DEL MODELO

En las redes complejas distintos trabajos han buscado las condiciones necesarias
para la aparicion de la sincronizacion en la estructura de la escala local o en las
propiedades macroscépicas. Sin embargo, no se ha logrado describir adecuadamente
las caracteristicas mas importantes que los sistemas complejos presentan ya que
frecuentemente exhiben una organizacion en maodulos, es decir, estan compuestas de
subgrafos conectados entre si con diferente conectividad interna y externa que forman
comunidades. Esta organizacién es una limitante en la cual la estructura local puede
afectar en gran medida la dinamica, sin importar si se tratan redes homogéneas o

heterogéneas.

Se ha reconocido que la organizacién modular, que presentan los diferentes
sistemas naturales que son complejos, es fundamental para la manera en que un

sistema complejo se desenvuelve, por lo que en este trabajo el interés ha sido estudiar
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cémo surge este rango intermedio, dado que en las redes reales se encuentra esta

estructura modular, aunque hasta ahora no se sabe cémo es que surge.

Ademas de estudiar la aparicién de modulos en sistemas complejos, con el
modelo que se propone se estudia la dindmica de sincronizacién, global y local, en
redes ponderadas y no dirigidas a través de una versién modificada del modelo de

Kuramoto presentado en la Seccién 2.5 del Capitulo 2.

3.1.1 FuNciON DE KURAMOTO PARA EL MODELO PROPUESTO

En el modelo cada nodo (oscilador) v,,, con m = 1,2,..., N, es caracterizado
por una fase angular 6,,(t) € [0, 27] y una frecuencia natural €, la cual puede
tener diferentes condiciones iniciales, como se vera en el Capitulo 4. La fuerza de
acoplamiento o se considera constante para todos los nodos y se introduce el peso
W, correspondiente al enlace entre el nodo v, y el nodo v, en el segundo término

de la Ecuacién (2.5).

Como se explicard mas adelante en detalle, la introduccion de w,,,, dara lugar a
una evolucion en la cual los pesos, o tienden asintéticamente a cero, es decir tienden
a ser eliminados, o tienden asintéticamente a uno y en este caso los enlaces son

reforzados y se acaba obteniendo una matriz de adyacencia.

Asi, la dindmica de cada nodo evoluciona en el tiempo de acuerdo a la siguiente

ecuacion:
6, =, + % S Wy sin(9y, — 6,0), (3.1)
neN
(3.1.1)

4

donde N es el conjunto de nodos que son vecinos del nodo v, y el término (3.1.1)
es un acoplamiento difusivo, ya que contiene una diferencia de fases entre nodos, en

el que (0/N) X Wy, es la intensidad del acoplamiento.
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3.1.2 FUNCION DE CORRELACION ENTRE PARES DE NODOS

En este trabajo se propone que la evolucién en el tiempo de los pesos wy,,
sea mediante una ecuacion que dependa de una funcién p,,, con la cual se estudie
la evolucion en el tiempo de pares de osciladores y que mida la correlacién entre
las dinamicas de los nodos v,, v v,. En el contexto de la sincronizacion en redes
complejas, se definen parametros de orden local que son promediados sobre diferen-
tes condiciones iniciales para estudiar esta evolucién, como lo hacen Arenas et al.
[2008] en la Seccién 3.1.5 de su articulo. Estos pardmetros miden la correlacion entre
pares de osciladores y nos dicen que tan similares o diferentes son las fases de los

osciladores.

En la medida de correlaciéon entre cada par de nodos propuesta en este trabajo

se considera el promedio de las fases y es definida como:

1 cibm(®) | oifn(t)

pmn 2 Y

la cual es equivalente a:

o (Pe2)| o

De esta forma, cuando dos nodos estan sincronizados, es decir cuando 6,, = 0,,, pmn
resulta en un valor de uno y si dos nodos tienen dindmicas anti-correladas, es decir
cuando #,, = 6, + m, se obtiene un valor cero para p,,,; y cuando 0,, # 6,, Pmn
estd entre cero y uno. Es importante observar que la Ecuacién (3.2) cambia para

cada par de nodos, para cada instante de tiempo y esta acotada entre cero y uno.

3.1.3 FUNCION DE LA EVOLUCION DEL PESO DE LOS ENLACES

En la literatura se han estudiado funciones para la evolucién en el tiempo
de los pesos, como por ejemplo la propuesta por Gutiérrez et al. [2011]. Como se

menciond antes, aqui se propone que esta evolucién sea mediante una funcién que
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dependa de la correlacién entre los nodos, la diferencia de la aqui propuesta es que
es una funcién con la cual se fuerza a los enlaces a irse a cero o a uno con el fin de

poder determinar la topologia de la red final.

La ecuacién mas sencilla que es capaz de cumplir con nuestras necesidades es

de la siguiente manera:

en la cual w,,, es el peso entre los nodos v,, y v,. El pardmetro p. es una correlacion

umbral que determina si un peso es reforzado (cuando p,,, > p.) o debilitado (cuando

Pmn < pc)

Se ha elegido la Ecuacién (3.3) porque hasta donde se tiene conocimiento es la
mas sencilla que da lugar a una dindmica en los enlaces con dos atractores. Concre-
tamente, la dindmica de los enlaces tiene dos posibles estados asintéticos, éstos son:
1) que la dindmica de los enlaces tienda a cero 6 2) que la dindmica de los enlaces

tienda a uno. Esta funcién también es derivable y facilmente integrable.
Para ilustrar el comportamiento que tiene la Ecuacién (3.3) suponga que r =
|Dmn — Del; de esta forma la Ecuacién (3.3) se escribe como:

Winn = Wi (1 — Wi ). (3.4)

Ademas, suponga que p,,, —p. €S mayor que cero y constante, en este caso la solucién

para la Ecuacion (3.4) es dada por:

Wi (0)
Wi (0) + [1 — Wy (0)] et

Wy () = (3.5)

donde w;,,,(0) es el valor del peso en el instante de tiempo ¢ = 0. Observe que cuando
t crece, e — 0 y en consecuencia [1 — wy,,(0)]e™™ — 0. Por tanto, se puede ver

que Wy, (t) tiende a uno conforme ¢ crece.
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Ahora, si se supone que p,,, —p. €s negativa y constante, se tiene que la solucién

para la Ecuacion (3.4) es:

Wi (0)
Wi (0) + [1 — Wy (0)] €7t

Wy (1) = (3.6)

[gualmente, w,,,(0) es el valor del peso en el instante de tiempo ¢t = 0. En este caso,
observe que cuando t crece, " — 0o y con esto [1 — Wy, (0)]e™ — oo. Entonces, se
puede ver que wy,,(t) tiende a cero conforme ¢ crece, ya que wp,,(0) es mayor que

CEro y menor que uno.

En este trabajo, como p,,, — p. no es constante sino que cambia con el tiempo,
la Ecuacion (3.3) no es integrable analiticamente pero si numéricamente. No obstante
el comportamiento de la Ecuacién (3.3) es esencialmente el mismo que presentan las
Ecuaciones (3.5) y (3.6). Basta con pensar que el peso en un instante de tiempo

t + At se escribe aproximadamente asi:

Wi ()
wmn(t) + [1 - wmn(t)]e_(pmn—pc)At’

Wy (t + At) = (3.7)

es decir, el peso tiende a irse a cero cuando p,,, — p. €s negativa y se acerca a uno

cuando p,,, — p. €s positiva.

Note que en los parrafos anteriores se necesita que los pesos estén entre cero
y uno. En este trabajo no se considera el caso de pesos negativos porque el aco-
plamiento (3.1.1) de la Ecuacién (3.1) es de tipo difusivo y los pesos negativos no
tienen sentido para este tipo de acoplamiento. Un acoplamiento difusivo depende de
la diferencia entre las variables dindmicas (las fases en este trabajo), de tal forma
que las variables tienden a homogeneizarse, es decir, aquellas que tienen un valor
mayor tienden a “bajar” y las que tienen un valor menor tienden a “subir”. En un
proceso antidifusivo sucederia lo contrario, tenderia a “quitar” a las variables con
valor bajo y a “dar” a las variables con valor alto, lo cual es un comportamiento
inusual y por esta razon existen muy pocos trabajos en la literatura que consideran

este caso.
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Por otra parte, considerar pesos positivos pero mayores que uno si tiene sentido,
pero en este caso siempre es posible renormalizarlos para garantizar que siempre sean

menores que uno, por ejemplo dividiendo cada uno de los pesos por el peso mayor.

3.1.4 MODELO PROPUESTO

En resumen, el modelo propuesto estd compuesto por las Ecuaciones (3.1),

(3.2) vy (3.3)

. [0} .
b = Qo+ %wmn sin(6,, — Op,) (3.1)

con

Wipp = (pmn - pc)wmn<1 - wmn) (3-2>

s (P 2) ”

Pmn =

donde

0<0, <2m,
0 < Wy, <1,
0<pmn <1y

ngmn_pcgl

Con este modelo debemos estudiar las diferentes combinaciones para los pardmetros
pe (correlacién umbral) y o (fuerza de acoplamiento) para diferentes condiciones
iniciales de las frecuencias naturales €, y los pesos w,,,. Lo anterior con el objetivo
de determinar las condiciones iniciales 6ptimas para las cuales el modelo nos permite
mostrar que efectivamente la sincronizacién en redes, las propiedades dinamicas y

topoldgicas se influyen mutuamente y que ésta requiere de una estructura modular.
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Las diferentes combinaciones de p. v o, asi como las condiciones iniciales para 2, y

Wy, son dadas en el Capitulo 4.

3.1.5 OBSERVACIONES

La Ecuacién (3.1) determina la Ecuacién (3.2), la cual a su vez condiciona
la Ecuacion (3.3) y ésta condiciona a su vez a la Ecuacién (3.1). De este modo,
no podemos considerar una de las ecuaciénes por si sola, como ,,,, y determinar
que sucede cuando p,,, — pc esté en el intervalo (0,1), es decir, lo que suceda en
una de las tres ecuaciones depende de lo que sucede con la ecuacion sobre la que

estd condicionada.

Lo que si se puede determinar son los puntos fijos y estables para ,,, y lo
que sucede en los casos extremos, cuando p. es cero 6 uno. Por ejemplo, w,,, es cero
cuando w,,, es cero o uno. Por un lado, cuando w,,, = 0 para w,,, = 1, W,,, €s un
punto fijo estable, no importa si w,,, = 0.9999 ya que ,,, tendera a mover w,,, al

valor uno, asi que w,,, es un punto fijo estable.

Por otro lado, cuando ,,, = 0 para w,,, = 0, w,,, es un punto fijo inestable
pero con la diferencia de que si por ejemplo w,,, = 0.001, entonces ,,, hace que

Wy, se aleje méas de cero, asi que w,,, = 0 es un punto fijo inestable.

Solamente si w,,,, es cero con precision infinita, w,,, se mantiene en cero; pero
si no, basta con que w,,, sea 0.00000001 para que ,,, mueva w,,, hacia el punto

fijo estable.

El efecto que tiene p,,, — p. en w,,, es cambiar el caracter de los puntos fijos,
es decir, cuando p,,, — p. > 0 se tiene que w,,, = 1 es un punto estable y w,,, = 0 es
un punto inestable. Cuando p,,, — p. < 0 se tiene que w,,,, = 1 es un punto inestable

Yy Wy, = 0 es un punto estable.

Para los casos extremos de p., se sabe que si este parametro es cero, py, — Pe

siempre serd positivo y en este caso todo los enlaces se iran a uno, sin importar si
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los nodos estan o no sincronizados y siendo asi, la red terminara en que los nodos

estaran conectados todos con todos.

Por el contrario, cuando p,. es uno se tiene que p,,, — p. siempre sera negativo y
en este caso todos los enlaces se irdn a cero, también sin importar si los nodos estan

o no sincronizados, y la red resultante tiende a ser totalmente desconexa.

Tener redes donde los nodos estan conectados todos con todos o redes total-
mente desconexas sucede solamente para los casos extremos; para el resto de casos
no se tiene forma de saber a priori como seran las redes resultantes, por lo cual se
hace una simulacion con el modelo propuesto y los resultados son mostrados en el

Capitulo 4.

Con este modelo se han implementado medidas de sincronizacién global y lo-
cal, asf como medidas que caracterizan la estructura topoldgica. Ambas medidas se

presentan en la siguiente seccién.

3.2 MEDIDAS DE SINCRONIZACION

Dado el interés en medir el nivel de sincronizacién se han implementado las
siguientes medidas para cuantificar éste a escala global y local. Para medir el nivel
de sincronizacién global se implement6 el pardmetro de orden global R® [Kuramoto,

1984; Arenas et al., 2006; Arenas y Diaz-Guilera, 2007], el cual se define como:

1|

G . _ Z'Gj(t)
< - ()
Jj=1 t
1 N 2 N 2
= <N (Z cos(@n(t))> + (Z sin(@n(t))> > : (3.8)
n=1 n=1 t

donde (-); es el promedio en el tiempo. Se optd por aplicar este parametro para medir

el nivel de sincronizacién global dado que es un parametro que ha mostrado dar bue-

nos resultados para éste nivel [Kuramoto, 1984; Boccaletti et al., 2002, 2006; Arenas
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et al., 2006, 2008; Acebrén et al., 2005; Strogatz y Mirollo, 1988]. Este parametro
fue propuesto por Kuramoto para medir la convergencia de todos los nodos a una

dindmica comun.

Respecto al pardmetro de orden local R);, para medir la sincronizacién al nodo
Um, al consultar Arenas et al. [2008] — el cual a su vez se basa en Restrepo et al.

[2005]— se encontr6 que el pardmetro de orden local se define como:

N

Fmel®m = Zamn<ei0">t, (3.9)
n=1

donde (---); denota el promedio en el tiempo, r mide la coherencia de los vecinos
de m, con 0 <r <1, ¢, es la fase promedio y a,,, es uno si los nodos v,, y v, estan
conectados y cero en otro caso. Matematicamente la definiciéon que da Restrepo solo
tiene sentido de forma asintética en el tiempo cuando ¢t — oco. En esta medida el
promedio temporal se hace sobre cada exponencial individual, lo cual hace que la
Ecuacién (3.9) valga cero computacionalmente. En el trabajo de Restrepo et al. [2005]
se estudia la transicién de la incoherencia a la coherencia en redes (de gran tamano)
de osciladores de fase acoplados. Presentan varias aproximaciones que describen
el comportamiento de un parametro de orden definido adecuadamente pasada la
transicién (de no sincronizacion a sincronizacién) y la generalizacion de los resultados
para la fuerza de acoplamiento critico. El pardmetro definido adecuadamente es la
Ecuacién (3.9) y estd definido de tal manera que les permite alcanzar sus propésitos,

pero computacionalmente no es un parametro tutil.

Nuestro interés es medir el nivel de sincronizacién local en cada instante de
tiempo, asi que, desde un punto de vista computacional la medida mencionada no
es adecuada y se propone un parametro de orden local que puede ser evaluado como

interesa; éste se define de la siguiente forma:

)

RL

m

ZnNzl Wy € 1)
T N
Zn: 1 Wmn
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= Wi, €08 Oy, ( W, SI0 O, . (3.10
(Erim| (i) + (Gommnoo) ) - oo

Para caracterizar la sincronizacién local a nivel global en la red, se define el nivel de

sincronizacién local promedio como:

1 N
=5 > R (3.11)

m=1

Este parametro mide la similitud de las dindmicas de un nodo con sus vecinos.
Obsérvese que es posible que una red exhiba una pobre sincronizacién global pero un alto

nivel de sincronizacion local.

3.3 MEDIDAS DE CARACTERIZACION TOPOLOGICA

Dado el caracter mono-estable de la evolucién de los pesos en el modelo propuesto,
la red final se puede describir mediante su matriz de adyacencia en la cual solo hay ceros
y unos. La ausencia de pesos en la red final permite utilizar medidas propias de las redes
no ponderadas y no dirigidas, las cuales estan bien definidas siempre, algo que no sucede

para las redes ponderadas.

La modularidad es una caracteristica estructural de las redes, que mide qué tan
separable en moédulos o comunidades es una red. Las redes con alta de modularidad tienen
conexiones densas entre los nodos que estan dentro de cada uno de los médulos, mientras
que las conexiones entre los modulos son escasas. La modularidad se usa frecuentemente
en los métodos de optimizacién para detectar estructuras de comunidades en redes, como

es en nuestro caso.

Para cuantificar la modularidad se ha empleado la siguiente medida definida en el

Capitulo 2, Ecuacién (2.3), propuesta por Newman [2006]:

Mo~ (amn_kmk >5(Gm,G)
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Otra caracteristica estructural importante que se ha considerado es la asortatividad, la
cual es el coeficiente de correlacién de Pearson entre el grado de un nodo y el grado medio
de sus vecinos. Cuando este coeficiente es cercano a uno significa que los nodos de grado
alto tienden a estar conectados con otros nodos de grado alto. Por el contrario, se tiene
un coeficiente cercano a menos uno cuando nodos de grado alto tienden a conectarse con
nodos de grado bajo. Valores del coeficiente de asortatividad alrededor de cero implican
que los nodos estdn conectados independientemente del grado que tengan. Para medir
esta caracteristica se hace uso del calculo de dos formas diferentes para su validacién. La

primera forma es la medida de asortatividad A propuesta por Newman [2002]:

| N-IN-1
A= ? kl (ekl — qkql) s (3.12)
9 k=1 I=1
donde k y [ son el posible rango de grados desde 1 hasta N — 1, ¢; es la distribucién del

grado residual la cual se puede obtener de la distribuciéon de grado p; como

U+ Dpryr
@ =-QN1
> ki

k=1

finalmente, eg; es la distribucién de probabilidad conjunta de los grados residuales entre
pares de nodos, es decir los grados de estos dos nodos sin contar aquel enlace que los une,
y que en nuestro caso es simplemente el grado total menos uno; O'g es la varianza asociada

a la distribucién de las g con k=1,..., N — 1.

La segunda forma para cuantificar la correlacién de grado consiste en calcular el grado
promedio de los vecinos de un nodo con grado k de la siguiente forma [Pastor-Satorras et

al., 2001]:
knn(k) ==Y K P(K|k), (3.13)
k/

donde P(K'|k) es la probabilidad condicional para un nodo con grado k que tenga un

vecino con grado k’. Si ky, (k) es una funcién monétonamente creciente, entonces la red es
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asortativa. Asi, esta segunda alternativa se puede calcular como:

N N N
D kY Eyt =Nk ki
b = P e : (3.14)
<Z km> ~N-Y K,
m=1 m=1

De aqui en adelante las medidas de la Ecuacién (2.3) y la Ecuacién (3.14) serén referidas

como medida de Newman y medida pendiente, respectivamente.

El grado promedio k del nodo vy, se calcula como:

- 1 X
k=< > k. (3.15)

v 1 &
k' = P > kn, (3.16)
ney

donde V es el conjunto de vecinos del nodo vy, y ky, se define como la Ecuacién (2.1) en la

pagina 12. El promedio de la Ecuacién (3.16) es:
=Yk (3.17)

En el siguiente capitulo se explica cémo se han realizado los experimentos y se
exponen los resultados que se obtienen para las medidas de eficiencia de sincronizacién y

las propiedades estructurales.



CAPITULO 4

EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES

FEn la Seccién 4.1 se explica como se realizan los experimentos. Se definieron tres familias,
A, By C, de condiciones iniciales para los pesos wy,, y las frecuencias naturales §2,,. Se
explica cémo han sido seleccionados los valores de la fuerza de acoplamiento en cada familia
y se da el conjunto de los valores de correlacion, que es el mismo para las tres familias. En
la Seccién 4.2 se describe brevemente como se ha realizado la implementacién numérica y
en la Seccion 4.3 se muestran los resultados obtenidos para las medidas de sincronizacion,
global y local, y las medidas para la caracterizacién de las propiedades topolégicas de las

redes, las cuales han sido descritas en Capitulo 3.

4.1 DISENO EXPERIMENTAL

En el modelo propuesto hay dos parametros destacados: la correlacién critica p. y la
fuerza de acoplamiento o. Considerando una red con N nodos (osciladores), la evolucién
de las ecuaciones del modelo requiere definir N fases iniciales 69,, N frecuencias naturales
Q0 v N(N —1)/2 pesos iniciales w?,,,. Ademds, se tiene que fijar la fuerza del acoplamiento
o y la correlacion critica p.; estos dos pardmetros no solo determinan la topologia de la red
final, sino también el tipo de comportamiento, es decir la dindmica, en el estado estable

final.

Consecuentemente, los experimentos han sido preparados para estudiar en detalle
el impacto de las posibles combinaciones entre la fuerza de acoplamiento y la correlacién

critica; esto se ha repetido para diferentes condiciones iniciales.
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En el modelo presentado, las frecuencias naturales determinan la rapidez con que los
osciladores se mueven, asi que se ha buscado que éstas no vayan ni muy rapido ni muy lento
en comparacién con la convergencia de los enlaces. Por un lado, si las frecuencias naturales
van rapido la convergencia de los enlaces llega tarde, es decir, en lo que un oscilador da
una vuelta los enlaces apenas han cambiado. Por otro lado, si las frecuencias naturales
van lentas, la convergencia de los enlaces solo depende de las condiciones iniciales y no
de su evolucién. Pero aqui se quiere que en un ciclo (aproximadamente) de uno de los
osciladores, los enlaces se modifiquen en funcién del estado de los nodos, pero que no lo

hagan de forma ni muy lenta ni muy rapida.

Para determinar la zona adecuada en la que se definen las condiciones iniciales de
las frecuencias naturales y los pesos, se hicieron varias pruebas preliminares para estimar
el tiempo caracteristico de la dinamica de los enlaces y de los nodos. Tras esas pruebas se
determiné que entorno a 1 ambas dindmicas tenfan escalas de tiempo similares. Es decir,

en este tiempo el cambio de los enlaces afectara al comportamiento de los osciladores.

Para cubrir la necesidad de que las escalas de tiempo de los nodos y los enlaces sean
comparables, asi como probar el modelo con diferentes condiciones iniciales se han definido
tres familias de éstas — familia A, familia B y familia C — para las cuales los pesos y
las frecuencias naturales han sido inicializadas con diferentes distribuciones. Una escala de

tiempo es un intervalo de tiempo que se toma para que se aprecie un cambio!.

4.1.1 CONDICIONES INICIALES PARA LAS FRECUENCIAS

NATURALES Y LOS PESOS DE LOS ENLACES

En las tres familias las condiciones iniciales de los pesos estéan en el intervalo (0, 1)
ya que en este modelo se quiere que los enlaces tiendan a cero o a uno, es decir a una
matriz de adyacencia. Sin embargo, esta tendencia se puede definir para cualquier otro par
de ntmeros no negativos, de modo que no hay pérdida de generalidad en esta condicion.
Asimismo, basados en los trabajos de otros autores que muestran que las fases iniciales

no son importantes en el estado final, éstas son siempre elegidas de forma aleatoria en el

IPor ejemplo, la escala de tiempo de vida en afios de los seres humanos en comparacién con la
de las montanas, es tan pequena que no percibimos los cambios que éstas muestran.
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intervalo (0,27). Por ende, las condiciones iniciales para las frecuencia y los enlaces son

definidos de la siguiente manera:

Familia A: se usa una funcién de distribucién de probabilidad uniforme continua para las

frecuencias naturales.

» Las frecuencias naturales 2, son elegidas aleatoriamente en el intervalo (0.8, 1.2)
con una funcién de probabilidad de distribucién uniforme.

» Los pesos wp, han sido elegidos en el intervalo (0,1) con una distribucién
uniforme.

Familia B: se usa una funcién unimodal para la distribucién de las frecuencias naturales.

» Las frecuencias naturales €2, han sido elegidas con una funcién de distribucién
normal de media 1.0 y desviacién tipica 0.1.

= Los pesos wy,, han sido seleccionados con una distribucién siguiendo una ley
de potencia ctibica?.

Familia C: las frecuencias naturales son bimodales.

= La mitad de las frecuencias naturales €2, se han definido a 0.8 y el resto a 1.2.

= Todos los pesos wy,, se han inicializado a 0.5.

4.1.2 DETERMINACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Como se ha mencionado con anterioridad, en el modelo se tienen dos parametros:
pe v 0. De los resultados observados en los trabajos relacionados de la literatura revi-
sada y el comportamiento conocido de las diferentes medidas — tanto de sincronizacién
como topologicas — se infirio que debe existir una cantidad suficiente de valores de p.
para explorar las regiones en las cuales las diferentes medidas muestran comportamientos

diferentes para el modelo propuesto.

2Una ley de potencias es un tipo especial de relacién matemética entre dos cantidades. Aplicado
a la estadistica, si estas dos cantidades son la variable aleatoria y su frecuencia, en una funcién de
distribucién de ley de potencias, las frecuencias decrecen segiin un exponente cuando la variable
aleatoria aumenta.
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Para las tres familias los parametros p. y ¢ han sido estudiados en detalle para 37
valores fijos, iniciando en 0.050 hasta 0.950 con incrementos de 0.025, que estan indicados
en el Conjunto (4.1). Los incrementos en p. podrian ser tan pequenos como se desee, pero
esto implica una gran cantidad de tiempo de cémputo requerido y para fines practicos —
observar el comportamiento creciente o decreciente de los resultados que se obtienen — es
suficiente tener una muestra de puntos como la que se define aqui. Después de varios ex-
perimentos preeliminares buscando cual seria el incremento mas conveniente, esta muestra
fue definida con incrementos de 0.025. Con estos incrementos se obtiene un panorama claro
del comportamiento de los resultados — para cada una de las medidas que se muestran
en la Seccién 4.3 — y se evita el hecho de definir algunos subintervalos con mas puntos
que otros, intentando obtener un mejor panorama de las diferentes medidas para estos

subintervalos.

pe = {0.050, 0.075, 0.100, 0.125, 0.150, 0.175, 0.200, 0.225,
0.250, 0.275, 0.300, 0.325, 0.350, 0.375, 0.400, 0.425,
0.450, 0.475, 0.500, 0.525, 0.550, 0.575, 0.600, 0.625, (4.1)
0.650, 0.675, 0.700, 0.725, 0.750, 0.775, 0.800, 0.825,
0.850, 0.875, 0.900, 0.925, 0.950}.

Para seleccionar los valores de acoplamiento que finalmente se usan, se calculé numéri-
camente de forma aproximada el valor critico de fuerza de acoplamiento para las familias A
y B, 02 y 0f respectivamente; més adelante se explica porqué o¢ no puede ser aproximado.
Ademads de haber hecho numerosas pruebas tentativas de estudio sobre el intervalo de va-
lores del acoplamiento o, o y o para los cuales el modelo presenta la fase de transicién
“no sincronizacién—sincronizacién”. Es decir, se han elegido de tal manera que, valores de
acoplamiento a la izquierda de o, no permiten sincronizacién y valores de acoplamiento a
la derecha de o, si la permiten. Con esta eleccién se puede observar el paso de transicion

sincronizacién — no sincronizacion del modelo de Kuramoto.

o* = {0.20,0.22,0.24,0.26,0.30,0.35,0.40, 0.50,0.60}.
o” = {0.10,0.13,0.15,0.17,0.18,0.20, 0.22,0.24, 0.26,

0.30, 0.35,0.40,0.50,0.60}.



CAPITULO 4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES 48

o = {0.10,0.13,0.17,0.20,0.22,0.24,0.26,0.30, 0.33,
0.36,0.40,0.43, 0.46, 0.50, 0.53, 0.56, 0.60, 0.63,

0.66,0.70,0.73,0.76,0.80}.

A C

En azul estdn marcados los valores que coinciden en ¢4, o? y ¢©; en rojo estdn mar-
dos los val incid By 0% los val i incid
cados los valores que coinciden para ¢” y o"; los valores que estan en negro no coinciden

para ninguno de los conjuntos de valores de fuerza de acoplamiento.

4.1.3 CRITERIO DE PARADA

Dado que la convergencia de los pesos de los enlaces tiende asintéticamente a cero
0 a uno y como el sistema de ecuaciones propuesto solo converge a tiempo infinito, es
necesario introducir un criterio de parada. Para asegurar que el sistema ha alcanzado
un estado computacionalmente estable, se impone que deben cumplirse a la vez las dos

condiciones siguientes:

(C-I) En primer lugar se define una tolerancia ¢ = 0.001 y se pide que todos los enlaces
verifiquen cualquiera de los dos casos siguientes: que w,, > 1 — € 0 que Wy, < €; de

esta forma la matriz de pesos tiende a ser una matriz adyacente.

(C-II) En segundo lugar se requiere que ,, < € con lo que se verifica la estabilidad de la

convergencia.

Cuando se alcanza una configuracién en la que se satisfacen los dos criterios impues-
tos, se procede a redondear cada peso wy,, a su valor entero mas cercano, cero o uno. Se ha
encontrado que el modelo siempre satisface el criterio de parada a pesar de que el tiempo
de convergencia depende de los valores especificos de p. y o, siendo en pocos casos uno o

dos érdenes de magnitud mas grande que otros.
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4.2 IMPLEMENTACION NUMERICA

Dado que la Ecuacién (3.3) implica la integracién de un polinomio cuadratico y la
Ecuacién (3.1) es una suma de senos, y como ambas ecuaciones son funciones de buen
comportamiento — continuas e infinitamente diferenciables — el proceso de integracion
computacional se ha realizado con el método de integracion de Heun con un paso suficien-

temente pequeno [Mathews y Fink, 2004].

No obstante, como consecuencia del niimero de ecuaciones a integrar — N en la Ecua-
cién (3.1) y N(N —1)/2 en la Ecuacién (3.3) — fue necesario usar un cluster® informético
de alto rendimiento, formado por diferentes procesadores Xeon Quad—core Clovertown con
una velocidad de 2.33 GHz y 16 GB de memoria cada uno. Del total de nucleos con que
cuana el cluster se hizo uso de 100 de ellos para realizar los experimentos. Para ello, el

modelo propuesto fue programado en el lenguaje de programacion C.

Para las medidas de la sincronizacion local y global, asi como para las medidas de
caracterizacion de la estructura topoldgica, se han calculado 100 repeticiones para cada
combinacién (p.,o); con el objetivo de evitar fluctuaciones estadisticas. Para cada una de
estas 100 repeticiones, el sistema dindmico se evoluciona durante un tiempo transitorio
hasta converger a un estado estable. Una vez que los enlaces han fijado su peso y las fa-
ses instantdneas se han sincronizado o no, se deja evolucionar el sistema durante cierto
intervalo de tiempo para calcular las medidas y poder hacer el promedio de las 100 repeti-
ciones. Para las tres familias definidas el transitorio dura 50,000 unidades de tiempo y el
intervalo de tiempo en el que se realizan las mediciones es de 50 unidades, las cuales deben
compararse con las 5 — 7 unidades de tiempo que aproximadamente tardan los osciladores

en completar un ciclo.

4.3 RESULTADOS

En esta seccién se muestran los resultados para cada una de las familias sobre efi-

ciencia de sincronizacién: global y local, y las propiedades topoldgicas: modularidad, asor-

3Es un grupo de multiples ordenadores unidos mediante una red de alta velocidad, de tal forma
que el conjunto es visto como un tnico ordenador, méas potente que los comunes de escritorio.
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tatividad, grado promedio de la red y grado promedio de los vecinos. En ambos resultados

se muestran tres subfiguras — (a), (b) y (¢) — para cada medida.

En las figuras en donde se muestran los resultados de sincronizacién global y local,
modularidad, asortatividad, grado promedio de la red y grado promedio de los vecinos
en la subfigura (a) cada punto (p., '), representa el promedio obtenido para la medida en
cuestién y cada uno de estos promedios estd representado en la subfigura por un color y
una marca diferentes. El simbolo - es respectivamente cada una de las medidas mostradas
en la Tabla 4.1 o en la Tabla 4.2. Cada curva de puntos representa un valor de fuerza de

acoplamiento en o*, o”

0 0%, dependiendo de la familia en que se esté situado; cada uno
de los puntos que estan determinando estas curvas representa el valor promedio obtenido

sobre las 100 repeticiones para cada valor de p..

Tabla 4.1: Simbologia de las medidas de sincronizacién y topoldgicas para cada familia.

Sincronizacién ~ Modularidad Asortatividad Grado promedio

Global Local Newman Pendiente Nodo Vecinos
Fam. A: RS R% M, A, Ka k. k"
Fam. B: RS R My Ap K kg EZ’"
Fam. C: RS R, M. Ac Ke ks k"

En la subfigura (b) se muestra el promedio para cada combinacién (o, p.) en escala
de colores en un intervalo de cero a uno. Aqui se muestra una visualizacién diferente de
los resultados mostrados en la subfigura (a) y en cada medida se especifica el intervalo

correspondiente en que estd mostrado el resultado.

En la subfigura (c) se muestra el promedio para cada combinacién (o, p.) en escala
de colores el valor de la desviacion estandar para cada familia. En este caso en cada medida

se especifica el intervalo en que se muestra la desviacién estandar.

4.3.1 EFICIENCIA DE SINCRONIZACION

Antes de empezar a interpretar los resultados es importante mencionar que los valores

de acoplamiento que hemos usado son valores puntuales para cada una de las familias, es
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Tabla 4.2: Simbologia de la dispersién para cada familia.

Sincronizacién ~ Modularidad Asortatividad Grado promedio

Global Local Newman Pendiente Nodo Vecinos
Fam. A: S¢S g 54 S« Sk Sy
Fam. B: S¢S sM g4 S& ST
Fam. C: S  S* SM g4 SK Sk Sym

decir, en ninguna de las tres familias, A, By C, el acoplamiento toma valores continuos

en algin intervalo.

4.3.1.1 FamiLia A

Para esta familia el conjunto de valores de fuerza de acoplamiento es:
o’ :={0.20,0.22,0.24, 0.26, 0.30, 0.35, 0.40, 0.50, 0.60 }

y las frecuencias naturales Q, y los pesos w;), han sido elegidos aleatoriamente con una

distribucién uniforme en el intervalo (0.8,1.2) y (0, 1), respectivamente.

Obsérvese que para o € {0.20,0.22} todos los promedios de RS son bajos (ver Figu-
ra 4.1(a) 0 4.1(b), pagina 54), presentando un decrecimiento que no es muy notable confor-
me la correlacién critica p., entre un par de osciladores, es mayor. Para o* = 0.24 podemos
observar que para valores de p. = 0.050 hasta p, = 0.475 los promedios muestran un au-
mento significativo al compararlos con los promedios correspondientes a o € {0.20,0.22}.
A partir de p. = 0.450 vemos como todos los promedios tienden a decaer hasta llegar a
ser muy parecidos a los correspondientes valores de acoplamiento 0.20 y 0.22. La diferen-
cia entre estos valores de acoplamiento y 0.24 es debida a que nos estamos acercando al

valor de acoplamiento critico, denotado por O’CA, donde se da la transicién de fase, el cual

A

corresponde a 04 = 0.26. Ahora observe los promedios correspondientes a o’

; en este caso
se puede ver que la diferencia entre los promedios para este valor de acoplamiento con los
promedios correspondientes a o* € {0.20,0.22,0.24} y o* € {0.30,0.35,0.40,0.50,0.60} es

mas notable con respecto a los promedios para o* € {0.20,0.22,0.24}.
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Note en la Figura 4.1(a) (pagina 54) que en el caso de o conforme p. es mayor los
promedios decrecen, y en este caso el decrecimiento es mas notable a partir de p. = 0.450
hasta p. = 600, valor en que empiezan a estabilizarse los promedios. Ahora enfoquemos
la atencién en los valores de o* € {0.30,0.35,0.40,0.50,0.60}; estos son los valores de
acoplamiento para los cuales el nivel de sincronizacién global RgA es bueno para un buen

rango de valores de p., teniendo un comportamiento estable hasta cierto valor de p..

Observe como conforme o* toma valores méas grandes la diferencia entre los prome-
dios para un determinado valor de p. es muy pequena hasta el momento en que para cada
valor de acoplamiento o# € {0.30,0.35,0.40,0.50,0.60} los promedios empiezan a decaer
drasticamente, esta observacién es méas notable a partir de o = 0.30, valor para el cual los
promedios para p. = 0.55, p. = 0.575 y p. = 0.6 decrecen con una diferencia muy marcada,

y a partir de p. = 0.625 los promedios tienden a establecerse.

Para 0 = 0.35 los promedios correspondientes a p. = 0.575, p. = 0.6 y p. = 0.625
son para los que el decrecimiento es dréstico, y a partir de p. = 0.65 los promedios se
estabilizan. Para 0% = 0.40 el decrecimiento es para p. = 0.6, 0.625, 0.65 y 0.675 con
tendencia a estabilizarse a partir de p. = 0.7. Para el iltimo valor de acoplamiento, o =
0.60, el decrecimiento es para los valores de p. = 0.7, 0.75 y p. = 0.775, asi que en este
caso los promedios a partir de p. = 0.8 ya no alcanzan a estabilizarse tanto como en los

casos anteriores.

En la Figura 4.1(b) (pagina 54) la zona roja representa los niveles altos de sincroniza-
ci6én global correspondientes a o € {0.30,0.35,0.40, 0.50, 0.60}. La zona verde corresponde
a niveles medios de sincronizacién global para o* € {0.24,0.26,0.30,0.35, 0.40, 0.50,0.60}.
En las zonas anaranjada y morada se observan los niveles de sincronizaciéon bajos para
todos los valores de o#. En la Tabla 4.3 se muestra en resumen cudles son los valores de
pe en que se presenta el decrecimiento notablemente para cada valor de o en el nivel de

sincronizacién global R.

En la Figura 4.1(c) (pagina 54) se visualiza la dispersién S§ de la misma manera
que en la Figura 4.1(b) se vizualiza el promedio de R§ por cada pareja {o*,p.} . Aqui se
puede observar que para niveles altos de sincronizacién la dispersién S¢ tiene variaciones

pequenas, muy cercanas a cero, lo cual es bueno ya que con seguridad se puede decir
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Tabla 4.3: Valores de p,. para los cuales se observa decrecimiento notable en el nivel de
sincronizacién global RS.

Para o 024 026 030 035 040 0.50 0.60
Desde p.  0.450 0.525 0.550 0.575 0.600 0.650 0.700
Hasta p. ~ 0.500 0.600 0.600 0.625 0.700 0.775 0.800

que para las combinaciones en la zona roja de la Figura 4.1(b) el nivel de sincronizacién
es suficientemente bueno. Para 0 € {0.20,0.22} e inclusive para algunas combinaciones
de 0% = 0.24 es donde se da la mayor variacién, lo cual no es muy importante ya que
esta zona corresponde a combinaciones para las cuales sabemos con anterioridad que la
sincronizacién no estd presente. La zona azul corresponde a valores de p., para cada valor
de acoplamiento o*, en los cuales el decrecimiento es muy notable y la variacién tiende a

crecer.
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(a) Promedio para RS por cada valor de p. y cada valor en o*.
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(b) Paso de transicién ¢! = 0.26 para RS. (c) Dispersion S§ para RS.

Figura 4.1: Familia A: Sincronizacién global RS para redes con pesos distribuidos uni-
formemente en el intervalo (0, 1) y frecuencias naturales distribuidas uniformemente en
el intervalo(0.8,1.2). Las marcas en blanco son las combinaciones para las cuales no se
obtiene un resultado.
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En la Figura 4.2 (pagina 58) se muestran los resultados correspondientes al nivel
de sincronizaciéon local RY. Como se puede observar, el nivel de sincronizacion local tiene
hasta cierto valor de correlacién critica p. y para cada valor de acoplamiento ¢* el mismo
comportamiento que el nivel de sincronizacién global; y a partir de un valor diferente de
Pe, por cada valor de fuerza de acoplamiento o, todos los promedios tiene un nivel minimo

de sincronizacion local y a partir de éste el nivel vuelve a mejorar.

A continuacién se comentard por cada valor de acoplamiento cudl es el valor de
pe para el cual RS y RY tienen el mismo comportamiento. Obsérvese como para o €
{0.20,0.22} los promedios tienen un comportamiento estable llegando a tener un nivel
minimo de sincronizacién local en p, = 0.625. Para ¢4 = 0.24 se observa que todos los
promedios desde p. = 0.050 hasta p. = 0.474 tiene un incremento ligeramente marcado con
respecto a los promedios para o € {0.20,0.24}. Véase que para o = 0.24 el decrecimiento

inicia en p. = 0.450 alcanzando un minimo en p. = 0.625.

En el caso de o = 0.26, el valor de acoplamiento en el cual se da el cambio de
transicion de fase “no sincronizacién—sincronizacion”, se puede observar que al igual que
en el nivel de sincronizacion global el decrecimiento inicia en p. = 0.450 llegando a tener
un nivel minimo de sincronizacion local en p. = 0.625. Recuerde que a partir de este valor
de acoplamiento, 04 = 0.26, todos los valores de acoplamiento tienen un buen nivel de
sincronizacién local R% para intervalos grandes de p.. El valor critico de acoplamiento
o = 0.26 es vélido tanto para RS como para RY. Para o € {0.30,0.35} tenemos que el
decrecimiento es drastico a partir de p. = 0.550 y p. = 0.575, respectivamente, con nivel

minimo de sincronizacién local en p. = 0.625 en ambos casos.

Como se puede observar, en p. = 0.625 el nivel de sincronizacién local R'; alcanza
un nivel minimo desde o# = 0.20 hasta ¢* = 0.35. A partir de este valor de p. = 0.650 el
nivel promedio de sincronizacién local desde o* = 0.20 hasta o7'4 = 0.35} crece de manera

que éste se recupera, lo cual no sucede en el caso del nivel de sincronizacién global RS.

Para o = {0.40,0.50} observamos que el decrecimiento también es drastico a partir
de p. = 0.6 y p. = 0.65, respectivamente. En estos casos se alcanza un nivel minimo de
sincronizacién local R en p. = 0.7 y p. = 0.75, respectivamente, e igual que en los casos

anteriores el nivel de sincronizacién local se recupera aproximadamente al 64 %.
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Para el valor de acoplamiento més alto o# = 0.60 el decrecimiento inicia en p. = 0.7
llegando a alcanzar un nivel minimo en p. = 0.8 y en este caso el nivel de sincronizacién

local R% se recupera a aproximadamente el 68 %.

Como se ha comentado antes, en la sincronizacién local hay valores de p. en los cuales
se tiene un nivel minimo de sincronizacién y a partir de estos valores ésta se recupera; este
fenémeno es debido a que justo unos valores antes de que se de el minimo, en las redes
empiezan a formarse médulos, razén por la cual la sincronizacion global se empieza a perder
y la local empieza a recuperarse. Justo en las combinaciones donde se da el minimo, no
se tiene ninguno de los dos tipos de sincronizacion, esto es porque cuando los mddulos
empiezan a aparecer, los nodos que los conforman ain no estan sincronizados localmente,
y globalmente la sincronizacién se ha empezado a perder justo unos valores antes de que la
sincronizacién local sea minima, sin recuperarse como en el caso de la sincronizacién local.
No se recupera porque como empieza ha haber mdédulos en las redes, los nodos que los
conforman empiezan a sincronizarse entre si, de tal forma que cada mddulo llega a estar
sincronizado. Asi, cada uno de los médulos formados tiene su propia sincronizacién y los
enlaces que los unen no son suficientes para hacer que los médulos logren sincronizarse

globalmente entre si, pues cada uno lleva su propio ritmo.

En la Tabla 4.4 se muestra el intervalo de p. en el cual los promedios muestran

decrecimiento notable para o4 € {0.24,0.26,0.30,0.35,0.40, 0.50, 0.60}.

Tabla 4.4: Valores de p. para los cuales se observa decrecimiento notable en el nivel de
sincronizacién local RY,.

Para o* 024 026 030 035 040 0.50 0.60
Desde p.  0.450 0.450 0.550 0.575 0.600 0.650 0.700
Hasta p.  0.625 0.625 0.625 0.625 0.700 0.750 0.800

En la Figura 4.2(b) (pagina 58) se visualiza el nivel promedio de sincronizacién
local por cada combinacién {o*,p.}. La zona roja corresponde a los niveles mas altos
de sincronizacién local R%. En la zona morada y anaranjada se observan los niveles més
bajos y en la zona verde se observan los niveles intermedios de sincronizacion local RY.

Aqui también se puede observar como para todos los valores de acoplamiento o y p. = 0.9,
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pe = 0.925 y p. = 0.95 el nivel de sincronizacién local R’ es recuperado. Para cada valor
en o, en la Tabla 4.5 se muestra cual es el nivel de sincronizacién local R que se recupera

cuando la sincronizacién global RS se ha perdido completamente.

Tabla 4.5: Porcentaje del nivel de recuperacién del nivel de sincronizacién local R,.

Para o* 0.20 0.22 0.24 0.26 0.30 0.35 0.40 0.50 0.60
% de recuperacién  62.7 63.5 63.6 63.7 64.3 65.6 66.2 67.5 68.8

En la Figura 4.2(c) (pagina 58) se muestra la dispersién S’ obtenida para R%. La zona
amarilla corresponde a valores de dispersién S muy cercanos a cero; esta zona corresponde
a la zona roja en la Figura 4.2(b). La zona rosa corresponde a valores altos de S% para
o* € {0.20,0.22,0.24,0.26}. Para o* € {0.30,0.35,0.40,0.50,0.50} se puede observar que
S*% crece cuando nos estamos acercando al valor de p. en que se alcanza el minimo valor de
sincronizacién local RY; y decrece para los valores mas altos de p.. La zona azul corresponde
a los promedios que estan justo en el paso de transicién y a valores medios del nivel de
sincronizacién local RY y como podemos ver en estos casos cuanto mas grande es el valor

de acoplamiento menor es la dispersién S“4.
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Figura 4.2: Familia A: sincronizacién local R', para redes con pesos distribuidos unifor-
memente en el intervalo (0, 1) y frecuencias naturales distribuidas uniformemente en el
intervalo (0.8,1.2). Las marcas en blanco son las combinaciones para las cuales no se
obtiene un resultado.
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En conclusion, se observa una transicién clara para ¢* = 0.26 con valores de pro-
babilidad de correlacion critica desde p. = 0.05 hasta aproximadamente p. = 0.70. Esta
fuerza de acoplamiento critico coincide con la transicién de fase del modelo de Kuramoto
[1975, 1984], 0. = 2/7 - g(0), donde ¢g(?) es la funcién de probabilidad de distribucién de

las frecuencias naturales.

La similaridad en los resultados para la sincronizacion global y la local, para valores
por debajo de p. =~ 0.6, es debida al hecho de que se tienen redes completamente conecta-
das, para estos valores, cuando termina la simulacién. Por tanto, practicamente no existe
alguna diferencia entre las medidas RS y RY;. Esta similaridad serda nuevamente abordada

cuando se hable de las propiedades estructurales.

En la Figura 4.3 (pagina 60) se muestra la razén p entre la sincronizacién global
y local, calculada como p := 1 — };—g, para enfatizar la transicién entre ambas medidas,
correspondiente a la zona donde p = 0, y para enfatizar los valores tanto de p. como de o*
para los cuales se tiene una sincronizacién local fuerte a cambio de practicamente no tener
sincronizacion global; esta regién se presenta para aproximadamente p > 0.7. Obsérvese
cémo la transicion es caracterizada por mostrar un nivel minimo de sincronizacién local que

interesantemente, esta relacionado con la topologia de las redes finales, lo cual se describe

mas adelante con las propiedades topoldgicas.
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Figura 4.3: Familia A: proporcién p entre las medidas de sincronizacién global y local,
definida como p := 1 — g—ﬁ, para diferentes valores del pardmetro de acoplamiento o*
y la correlacién umbral pc.ALa zona roja es donde se tiene sincronizacién local, mas no
sincronizacién global y la zona celeste es caracterizada por tener sincronizacién global y

en consecuencia, también se tiene sincronizacién local.
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4.3.1.2 FaMILIA B

Para esta familia se tiene un conjunto mas extenso de valores de acoplamiento;

recuérdese que
o”:={0.10,0.13,0.15,0.17,0.18, 0.20, 0.22, 0.24, 0.260.30, 0.35, 0.40, 0.50, 0.60},

lo cual nos permite explorar el valor en el cual se presenta la transicion de fase “no sincroni-
zacién-sincronizacién”. Las frecuencias naturales Q2 fueron definidas con una funcién de
distribucién normal de media 1.0 y desviacién tipica 0.1, y los pesos wj,, fueron seleccio-

nados con una distribucién siguiendo una ley de potencia cibica.

En las Figuras 4.4(a) y 4.5(a) (pagina 65) se muestra el valor promedio del nivel

L

5, res-

de sincronizacién global RS y el valor promedio del nivel de sincronizacién local R
pectivamente. Obsérvese en ambos casos que cuando ¢” € {0.10,0.13,0.14,0.15} todos
los promedios son bajos y presentan un decrecimiento que no es muy notable conforme la
probabilidad de correlacién p. es mayor. Para ¢® = 0.16 se puede ver que el decrecimiento

yva se distingue a partir de p. = 0.4 hasta p. = 0.625, valor a partir del cual el promedio

se estabiliza para el resto de los valores de p..

En esta familia el valor de acoplamiento critico teérico aproximado estd en o =

C
0.1595, pero como se observa el nivel promedio de sincronizaciéon ain es bajo para todos
los valores de p.. Para los valores de o” € {0.17,0.18,0.19,0.20}, conforme o incrementa,

el nivel de sincronizacién empieza a mejorar y ademaés el decrecimiento en los promedios

por cada o® ya es mds notable.

En la Tabla 4.6, nivel de sincronizacién global RS, y en la Tabla 4.7, nivel de sin-
cronizacién local R%, se muestra el valor de p. donde inicia el decrecimiento y el valor de
pe hasta el cual llegan a estabilizarse los promedios para cada uno de estos valores de o”.
Los intervalos dentro de los cuadros en las tablas son los intervalos en que no coincide el

decrecimiento del nivel de sincronizacién global R con el nivel de sincronizacién RY.

En esta familia se ha encontrado que para algunos valores de acoplamiento con cierta
probabilidad de correlacién el modelo no converge a ningun nivel de sincronizaciéon. En la

Tabla 4.8 se muestran los valores de p. y o” en donde no hay convergencia y en las Figuras
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Tabla 4.6: Valores de p,. para los cuales se observa decrecimiento notable en el nivel de
sincronizacién global RS,

Para o” 0.17 018 019 020 022 024 026 030 035 040 0.50 0.60

Desde p.  0.475 0.500 0.525 0.550 0.550 0.550 0.575 0.575|0.650 0.700 0.750 0.775
Hasta p.  0.625 0.625 0.650‘0.650 0.650 0.675 0.700‘0.775 0.825 0.875 0.925 0.950

Tabla 4.7: Valores de p. para los cuales se observa decrecimiento notable en el nivel de
sincronizacién local R,

Para o” 0.17 018 0.19 020 022 024 026 030 035 040 0.50 0.60

Desde p.  0.475 0.500 0.525 0.550 0.550 0.550 0.575 0.575| 0.675 0.725 0.800 0.825
Hasta p.  0.625 0.625 0.650‘0.625 0.675 0.725 0.775‘0.775 0.8500 0.875 0.900 0.950

4.5(a), 4.5(b) y 4.5(c) (pagina 66) estas combinaciones estan en blanco porque el tiempo

transitorio fijado fue insuficiente y como consecuencia no se obtuvo ningin resultado.

El hecho de que en algunos casos el modelo no converja es debido a que los enlaces
tardan mucho en converger, o no convergen en un tiempo razonable porque los pesos
comienzan a oscilar. Este comportamiento oscilante es debido a que el comportamiento
de los enlaces se adapta a la dindmica de los nodos que unen; el enlace sigue durante un
tiempo a un nodo y luego pasa a seguir al otro nodo. En el Capitulo 5 se discute y se
da una justificacién sobre el comportamiento de los enlaces que tardan en converger o no

convergen.

Tabla 4.8: Valor de acoplamiento ¢” y correlacién p. para los cuales el modelo no
converge.

Para o” 0.14 0.16 0.19
0.6
0.625 0.625 0.625

Pe

A parte de que se tienen algunos casos que no convergen para esta combinacién de
valores de o” y p., hay casos en los cuales el nivel de sincronizacién en ambos casos, global
y local, decae bruscamente para algunos valores de p. cuando o” € {0.22,0.24,0.26,0.30}.
Las combinaciones para las cuales el nivel de sincronizacién empeora son: o” € {0.22,0.24}

con p. € {0.575,0.600,0.625}, ¢” = 0.26 con p. € {0.600,0.625} y o = 0.30 con
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pe € {0.600,0.625,0.650}. En la Tabla 4.9 se muestra para las combinaciones mencio-
nadas anteriormente el nivel de sincronizacién global al que decaen y en la Tabla 4.10 se
muestran los respectivos valores para el nivel de sincronizacion local. Obsérvese que para
R el nivel de sincronizacién para el siguiente valor de p. después de los valores de p. en
que se da el decrecimiento es siempre ligeramente mayor al equivalente en el caso de la

sincronizacién global RY.

Tabla 4.9: Valores de p. y o” para los cuales el nivel de sincronizacién global RS,
decae bruscamente. Los valores en negrita son el nivel de sincronizacién mds alto antes
y después del decrecimiento.

De 0.22 0.24 0.26 0.30
0.525 0.7610 0.8310 0.8650 0.9150
0.550 0.7260 0.8070 0.8540 0.9100
0.575 0.1043 0.1247 0.8130 0.8950
0.600 0.0861 0.1182 0.1320 0.1472
0.625 0.0964 0.1023 0.1115 0.1230
0.650 0.1420 0.2380 0.3370 0.1057
0.675 0.1200 0.1670 0.2570 0.5070
0.700 0.1110 0.1390 0.1770 0.3990

Obsérvese que la sincronizacién global y local para el conjunto de valores o® €
{0.22,0.24,0.26,0.30} y un poco més de la mitad de los valores de p. ya es suficientemente
buena a diferencia del nivel que se obtiene para o” € {0.17,0.18,0.19,0.20}.

Para o € {0.35,0.40,0.50,0.60} se observa que el decrecimiento es continuo, en esta
familia los niveles de sincronizacion se mantienen altos en promedio para cuatro valores
mas de p. que en la familia A. En las Tablas 4.6 y 4.7 se muestran para cada uno de estos
valores de acoplamiento los valores de p. para los cuales los niveles de sincronizacién se

empiezan a perder.

En la Tabla 4.11 se muestra para cada valor de o el nivel de recuperacién de
sincronizacién local que se obtiene para el ultimo valor de p.. El nivel de recuperacién es

el nivel méas alto que se logra obtener después del decrecimiento.
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Tabla 4.10: Valores de p. y o” para los cuales el nivel de sincronizacién local R
decae bruscamente. Los valores en negrita son el nivel de sincronizacién mas alto antes

y después del decrecimiento.

O,B

De 0.22 0.24 0.26 0.30
0.525 0.7500 0.8240 0.8610 0.9130
0.550  0.7150 0.8000 0.8500 0.9080
0.575 0.1088 0.1285 0.8140 0.8950
0.600 0.0937 0.1226 0.1348 0.1533
0.625 0.1035 0.1099 0.1188 0.1321
0.650  0.1890 0.2960 0.4050 0.1725
0.675 0.1740 0.2280 0.3280 0.5930
0.700 0.1760 0.2080 0.2510 0.4940

Tabla 4.11: Porcentaje de recuperacién del nivel de sincronizacién local Ry,

Para o® 0.10 0.13 014 0.15 0.16 0.17 0.18 0.19 0.20 0.22 024 026 0.30 0.35 0.40 0.50 0.60
% de recuperacién 5.5 51.8 51.9 51.8 52.2 52.0 52.7 52.6 532 53.4 53.8 53.9 545 553 56.7 581 58.7
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(b) Paso de transicién o2 ~ 0.15957 para RS. (c) Dispercién S para RS.

Figura 4.4: Familia B: sincronizacién global RS para redes con pesos distribuidos nor-
malmente con media 1.0 y desviacién tipica 0.1, y las frecuencias naturales han sido
seleccionadas con una distribucién siguiendo una funcién de ley de potencia cubica.
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(b) Paso de transicién o = 0.15957 para R}. (c) Dispersién S§ para RY.

Figura 4.5: Familia B: sincronizacién local R para redes con pesos distribuidos unifor-
memente en (0, 1) y frecuencias naturales distribuidas uniformemente en (0.8, 1.2).
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4.3.1.3 Famiria C

Recuérdese que en esta familia la mitad de las frecuencias naturales Q¢ se han
fijado en 0.8 y el resto en 1.2, y que todos los pesos wS,,, se han inicializado en 0.5. En esta

combinacion de frecuencias y pesos es importante mencionar que no se conoce un valor

C

. en el cual se dé el paso de transicién “no

tedrico aproximado del acoplamiento critico o
sincronizacién—sincronizacién”. Lo anterior es debido a que el valor critico de transicion de
Kuramoto solo es valido cuando las frecuencias naturales €2,,, se eligen al azar a partir de

una densidad de probabilidad unimodal simétrica y en este caso se ha determinado fijar

en dos valores unicos las frecuencias naturales.

En esta familia se han clasificado los valores de acoplamiento en los siguientes sub-

conjuntos:

¢ € {0.10,0.13,0.17,0.20,0.22,0.24,0.26, 0.30, 0.33, 0.36},
oS € {0.40,0.43,0.46,0.50,0.53,0.56},

0§ € {0.60,0.63,0.66,0.70,0.73,0.76,0.80}.

En la Figura 4.6(a) (pagina 70), referente al nivel de sincronizacién global RS, para
o se puede observar (se observa mejor en la Figura 4.7(b), pagina 71)) que para todos
los valores de acoplamiento con p. = 0.050 hasta p. = 0.625 y p. = 0.650 hasta p. = 0.950
todos los promedios son similares. Obsérvese como para todas las combinaciones entre alc
y pe € [0.050,0.625] la dispersién en general es grande y para el resto de los valores de
P practicamente no se tiene dispersion. Ocurre lo contrario para todas las combinaciones

entre 020 y pe € [0.650,0.950], combinaciones para las cuales se da el decrecimiento e

inclusive se podria decir que ninguna de éstas presenta dispersion.

Obsérvese ahora los promedios para ¢§ = {0.40.0.43,0.36,0.50,0.53,0.56}, Figu-
ra 4.7(a) (pagina 71), como se puede ver los promedios entre estos valores de acoplamiento
y pc tienen el mismo comportamiento que presentan las combinaciones entre 0? Y Pe, CON
la diferencia que para los promedios correspondientes a p. € [0.550,0.625] forman una pe-
quena concavidad y después de ésta nuevamente todos los promedios decrecen. Note que

conforme ¢ es mayor, la concavidad se pierde y lo que se tiene para este intervalo de
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pe € [0.550,0.625] es un ligero decrecimiento. En la Tabla 4.12 se muestran los valores de
pe para cada valor de acoplamiento 0'20 en que esta la concavidad y los valores en negrita
son el nivel mas bajo que se tiene cuando p. € [0.55,0.625]. En la Tabla 4.13 se muestran
los valores de acoplamiento en O'g y los valores de p. para los cuales el decrecimiento es
més notable con su respectivo nivel de sincronizacién global R, en este caso, en negrita

se esta representado el nivel més alto antes y después del decrecimiento.

Tabla 4.12: Nivel de sincronizacién RS para o y p. € [0.550,0.650]. Los valores en

negrita son el nivel minimo que se obtiene en la concavidad.

O.C

De 0.40 0.43 0.46 0.50 0.53 0.56
0.550 0.6960 0.8110 0.8530 0.8880 0.9060 0.9180
0.575 0.6530 0.7370 0.7980 0.8560 0.8940 0.9130
0.600 0.5710 0.5680 0.6340 0.6740 0.7530 0.8360
0.625 0.5580 0.5560 0.5590 0.5629 0.5510 0.5780
0.650 0.6480 0.6480 0.6480 0.6420 0.6330 0.6240

Tabla 4.13: Nivel de sincronizacién RS, para o5y p. € [0.550,0.650] en donde se da el
decrecimiento mds notable. Los valores en negrita son el nivel de sincronizacién global

mas alto antes y después del decrecimiento.

O.C

De 0.60 0.63 0.66 0.70 0.73 0.76 0.80
0.550 0.9310 0.9390 0.9430 0.9510 0.9550 0.9590 0.96304
0.575 0.9230 0.9320 0.9410 0.9500 0.9530 0.9570 0.9620
0.600 0.8790 0.9060 0.9200 0.9410 0.9430 0.9530 0.9590
0.625 0.6940 0.7500 0.7870 0.8110 0.8790 0.9260 0.9410
0.650 0.6150 0.6030 0.5990 0.6240 0.6930 0.7590 0.8610
0.675 0.6380 0.6380 0.6330 0.6390 0.6450 0.6990 0.7370
0.700 0.6110 0.6250 0.6230 0.6150 0.6290 0.6320 0.6430

Anteriormente se ha explicado la razén por la cual para esta familia no se conoce

un valor de acoplamiento critico tedrico, sin embargo, observando los resultados obteni-
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dos podemos decir que el paso de transiciéon de fase “no sincronizaciéon—sincronizacién”

experimental se da en o = 0.40.

En la Figura 4.6(b) (pdgina 70) se visualiza por cada combinacién {o¢ p.} el pro-
medio del nivel de sincronizacién global RE. En ésta se puede observar mejor el paso de
transicién experimental en 0 = 0.40, aunque se hace hincapié en que no se conoce el
valor de acoplamiento critico tedrico y en que inclusive para valores muy pequenos como
09 = 0.10 se tiene ya valores medios del nivel de sincronizacién global RS, lo cual no

sucede en ninguna de las dos familias anteriores.

En la Figura 4.6(c) (pagina 70) se muestra la dispersién de los datos respecto a la
media para Rg. Como se puede observar, la mayor dispersién se da en las combinaciones

que estan en la zona que se ha considerado como zona de no sincronizacion.

Igualmente como se ha explicado para la familia A y B, en la Figura 4.6(b) la zona
roja corresponde a las combinaciones {c“ p.} para las cuales el nivel de sincronizacién
global es mas alto. La zona verde corresponde a un nivele medio y la anaranjada al nivel
obtenido més bajo. En la Figura 4.6(c) la zona amarilla representa la menor dispersién y
la zona rosa corresponde a la dispersién mas alta obtenida para las combinaciones entre

oy pe € [0.050,0.625).
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(b) Paso de transicién ¢ para RS. (c) Dispersion S§ para RS.

Figura 4.6: Familia C: sincronizacién global RS, para redes con pesos inicializados en
0.5 y la mitad de las frecuencias naturales han sido inicializadas en 0.8 y el resto en 1.2.
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En la Figura 4.8(a) (pagina 74) se muestran los resultados correspondientes al ni-
veles de sincronizacién local RY. Se puede observar que para todos los valores de fuerza
de acoplamiento la sincronizacién local tiene el mismo comportamiento que el nivel de

sincronizacién global para p. € [0.050,0.600].

En esta familia, la diferencia entre las medidas R¢ y RY se da para p. € [0.625,0.950;
éste es el intervalo de valores de probabilidad de correlacién critica para los cuales el nivel de
sincronizacion local se mantiene en un nivel alto cuando el nivel de sincronizacién global
se pierde. Es importante observar que la mayor dispersiéon en este caso se sigue dando
para todos los valores de acoplamiento en O'IC y que en general es grande excepto para las
combinaciones con p. € [0.625,0.950], la cual tampoco es muy pequenia pero comparandola
con el resto de valores de p. y cuanto mas grande sea p. menor es la dispersiéon. Los

resultados para of se pueden observar mejor en la Figura 4.9(b) (4.8(a)).

Para el subconjunto de valores de acoplamiento 0'20 y pe € [0.525,0.625] se observa
una formacién de concavidad que en este caso es menos notable y cuando se pasa a los
valores de acoplamiento en 030 ésta desaparece. En la Tabla 4.14 se muestra para O'QC YV pe €

[0.525,0.650] el nivel de sincronizacién que se tiene para cada una de estas combinaciones.

Tabla 4.14: Nivel de sincronizacién R%, para o5y p. € [0.550,0.650] para la concavidad
presente. Los valores en negrita son el nivel minimo de sincronizacién local que se alcanza

en la concavidad.

O.C

De 0.40 0.43 0.46 0.50 0.53 0.56
0.5250 0.8290 0.8640 0.8940 0.9100 0.9220 0.9340
0.5500 0.8210 0.8610 0.8930 0.9090 0.9200 0.9330
0.5750 0.7690 0.8220 0.8720 0.9020 0.9180 0.9280
0.6000 0.6590 0.7140 0.7500 0.8080 0.8700 0.9000
0.6250 0.7040 0.7090 0.7058 0.7160 0.7310 0.8000
0.6500 0.9970 0.9950 0.9680 0.9390 0.9130 0.8980

En la Tabla 4.15 se muestra, para los valores de acoplamiento 030 , el nivel de sin-

cronizacién para las combinaciones con p. = {0.600,0.625,0.650,0.675}, observando que
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el incremento mas grande es de p. = 0.625 a p. = 0.650. Para este caso se puede ver que

el decrecimiento es muy pequeno.

Tabla 4.15: Nivel de sincronizacién R, para 0§ y p. € [0.550,0.650] en donde se da el

decrecimiento es mas notable.

O.C

De 0.60 0.63 0.66 0.70 0.73 0.76 0.80
0.6000 0.9000 0.9190 0.9320 0.9460 0.9480 0.9560 0.9610
0.6250 0.8000 0.8420 0.8580 0.8740 0.9130 0.9430 0.9520
0.6500 0.8980 0.8810 0.8720 0.8680 0.8810 0.8990 0.9290
0.6750 0.9980 0.9980 0.9980 0.9980 0.9970 0.9790 0.9720

Nuevamente en la Figura 4.8(b) (pdgina 74) para R} la zona roja corresponde a
combinaciones {0 p.} para las cuales el nivel de sincronizacién local es més alto y la zona
anaranjada corresponde a niveles medios. También se observa que la mayor dispersién, ver
Figura 4.8(c), se da para las combinaciones que se ha considerado pertenecen a la zona de

no sincronizacién.

En este caso es importante observar que a pesar de que el nivel de sincronizacién
local es muy alto para todas las combinaciones entre todos los valores de correlacién con
0§ y 0§, no implica que la combinacién de inicializacién entre los pardmetros o€

2 Y 03, p q b Pc ¥y
sea mejor que la inicializacién usada para las familias A y B, pues la dispersién para las

combinaciones en que p. € [0.65,0.95] es muy grande.

En conclusion, en esta familia los resultados tanto para RS como para RY, son en
promedio més altos, incluso no se tiene un nivel bajo de sincronizacién local para una sola
combinacion, pero para todos los casos de nivel medio de sincronizacién, la dispersion es
muy grande y para niveles altos cuando se usa 0§’y 0§, practicamente no se tiene dispersién

para p. € [0.05,0.625].
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Figura 4.8: Familia C: sincronizacién local R:, para redes en las que los pesos han sido
inicializados en 0.5 y la mitad de las frecuencias naturales se han inicializado en 0.8 y el

resto en 1.2.
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Figura 4.9: Familia C: promedio de nivel de sincronizacién local R:, para los subcon-
juntos de c©.
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4.3.2 PROPIEDADES TOPOLOGICAS

Las caracteristicas topoldgicas de las redes son analizadas a través de funciones para-
metrizadas. La caracterizacién de estas propiedades ayuda a entender el comportamiento

fisico macroscopico que exhiben las redes.

Anteriormente en la Seccién 3.3 se mencioné que las redes finales pueden ser descri-
tas por su matriz de adyacencia; esto nos permite utilizar medidas propias de las redes no
ponderadas para analizar sus propiedades topolégicas. Dadas las caracteristicas del presen-
te trabajo se ha optado por estudiar las propiedades topoldgicas como la asortatividad A
y K, la modularidad M, el grado promedio de la red k y el grado promedio de los vecinos

k™. A continuacién se explican estas propiedades para cada una de las familias con que

se ha experimentado.

4.3.2.1 FaAMILIA A

Se haran dos observaciones importantes: la primera es que la medida de modularidad
mostrada en la Figura 4.10 (pagina 78), exhibe una transicién rdpida cuando p. estd en
torno de 0.6 — 0.7. Observe en la Figura 4.10(a) que para valores pequenos de p., cuando
la sincronizacion global y local estan en el nivel maximo alcanzado, las redes no muestran

rasgos de modularidad, es decir, la red es se ve como un médulo.

Note que la modularidad empieza a aparecer cuando la sincronizacién global empieza
a bajar de nivel y que la transicién que se da en la modularidad, se da justo alrededor del
mismo intervalo en que la sincronizacién global y local presentan el mayor decrecimiento.
Justo después de este momento, la sincronizacién local empieza a mejorar., pero no se puede

decir que es alta porque los nodos dentro de los médulos atin no estan bien sincronizados.

La segunda observacién es que conforme p. es mayor que 0.7, cuando la sincroni-
zacién global desaparece pero la local se recupera, el nivel de modularidad incrementa
independientemente del valor de acoplamiento que se tenga. Se ha encontrado que la red
resultante para valores de p. por de bajo de la transicién es una red completamente conexa
y conforme p. se incrementa, se observa que la topologia final tiene cada vez menos enla-

ces, dando lugar a las comunidades y, en consecuencia, la modularidad incrementa. Este
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incremento es tal que para algunos valores de p. a partir de 0.7 las redes se fraccionan en
subgrafos desconexos, como se muestra en la Figura 4.11(c) (pdgina 79) para p. = 0.9. Sin

embargo, para p. = 0.7 y p. = 0.8 se tienen redes conexas.

La transicién de modularidad se representa en la Figura 4.11 (4.11), donde las redes
tipicamente obtenidas en general para p. = 0.7 (Figura 4.11(a)), p. = 0,8 (Figura 4.11(b))
y pe = 0,9 (Figura 4.11(c)) son mostradas.

El valor especifico de p. en que aparece la transicién depende de la distribucion inicial
de las frecuencias naturales ¢g(€2). En el caso de una distribucién gaussiana (se verd mas
adelante, familia B), se ha encontrado que la transicién es més ancha, entre los valores de
pe de 0.6 a 0.8, y cuando se considera una distribucién de dos picos (se verd més adelante,
familia '), la transicién es mds bien estrecha, cerca del valor de p. = 0,6. Sin embargo,

en todos los casos, hay una transiciéon a una red modular.
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Figura 4.10: Familia A: para cada valor de p. y o se muestra el valor promedio obtenido
para la modularidad M.
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(a) Familia A: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.7 con
ot =0.2.

(b) Familia A: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.8 con
ot =02

(c¢) Familia A: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.9 con
ot =0.2.

Figura 4.11: Familia A: ejemplos de redes que muestran las topologias tipicamente
obtenidas en una simulacién con p. = 0.7, p. = 0.8 y p. = 0.9, y 0* = 0.2. Se observa
el incremento de modularidad en la topologia final conforme p. es mas grande.
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Otra caracteristica estructural importante es la asortatividad, representada en las
Figuras 4.12 (pagina 81) y 4.13 (pdgina 82). Como se ha explicado antes, se usan dos
formulas diferentes para la validacién de ésta, ecuaciones 3.12 y 3.14. Notese que la segunda
ecuacién, correspondiente a K,,, es una funcion del grado y por tanto, en realidad, se

representa su pendiente.

En las Figuras 4.12 y 4.13 se muestran los resultados del coeficiente de asortatividad
obtenidos para las combinaciones entre p, y 0. En la Figura 4.12 se muestran los resul-
tados del coeficiente de asortatividad obtenidos con la Ecuacién 3.12, A, y en la Figura

4.13 los correspondientes resultados obtenidos con la Ecuacién 3.14, K.

En las Figuras 4.12(a) y 4.13(a) se muestran los valores promedio del coeficiente
de asortatividad, A, y K, para cada valor de p. y cada valor en ¢”. En las Figuras
4.12(b) y 4.13(b) se muestra el valor promedio del coeficiente de asortatividad para cada
combinacién {o?, p.}; y en las Figuras 4.12(c) y 4.13(c) se muestra el valor de S promedio

del coeficiente de asortatividad para cada combinacién {o*, p.}.

Para estas medidas de asortatividad se ha vuelto a observar una transicién para
valores de p,. alrededor de 0.6 a 0.7. Esta transicién, que es incluso mas rapida que la de
la modularidad, pasa de una red con topologia no asortativa (cuando se tiene una red
completamente conectada) a una red con topologia asortativa (cuando la modularidad es
alta). Cabe destacar que la transicién es independiente del valor de o4 que se esté usan-
do. Ambas medidas son esencialmente iguales para los valores de p. por debajo o cerca
de la transicién, siendo solo ligeramente diferentes cuando p. es alta, ya que se tienen

componentes desconectadas en la red final, ver Figura 4.11(c).

Observe que en las Figuras 4.12(c) y 4.13(c) que la dispersién no es en general muy
grande para la mayoria de las combinaciones, excepto para algunas combinaciones que

estdn justo en el intervalo de p. = [0.6,0.7] donde se presenta la transicién.
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Figura 4.12: Familia A: asortatividad A, con pesos distribuidos uniformemente en el in-
tervalo (0, 1) y frecuencias naturales distribuidas uniformemente en el intervalo (0.8, 1.2).
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Figura 4.13: Familia A: pendiente IC, con pesos distribuidos uniformemente en el inter-
valo (0,1) y frecuencias naturales distribuidas uniformemente en el intervalo (0.8,1.2).
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En la Figura 4.14 (pagina 84) se muestra el grado promedio k y en la Figura 4.15
(pagina 85) se muestra el grado promedio £ del grado de los vecinos de un nodo. Recuerde

que el grado de un nodo es el nimero de enlaces incidentes a él.

Es légico que para estas medidas también se presente una transiciéon alrededor de
pe € [0.6,0.7] dado que las redes finales obtenidas son modulares y por tanto, cuando se
tienen redes completamente conexas tanto el grado promedio como el grado promedio de
los vecinos en la red son altos y conforme los enlaces van desapareciendo ambos promedios
tienden a disminuir. Obsérvese que con esto también se puede afirmar que cuanto més
grande sea p. mas desconexas se vuelven las redes; y que para valores de p. € [0.6,0.7] y
alrededor, justo donde se tiene la transicién, también como en las medidas anteriores es

donde se presenta la mayor dispersion.

El hecho de que la mayor dispersién se dé en el intervalo de transicién es debido a
que para valores de probabilidad alrededor y dentro de [0.6,0.7] las combinaciones con o
son las ultimas en converger, es decir, son las combinaciones en las cuales hay enlaces que

tardan mucho en converger.
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Figura 4.14: Familia A: en las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio &, en
la red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio.



CAPITULO 4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES 85

Familia A
300thtttm“"‘
250 | “! ]

: ‘30 ]
, I Y 4 ]
200 i ¢ o ]
I ¢ 0.60 A ]
L1500 e 0.50 . e? ]
=< i m 0.40 ]
i A 0.35 AL
100+, 030 § ]
e 0.26 !; ot
500 v 0.24 l" i
¢ 0.22 i“
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
DPe
(a) Promedio para Evm por cada valor de p. y cada valor en o
\ I I T —

0

_D

0.9 0.9

0.8 0.8

0.7 07

0.6 0.6 ]
<05 05 1

04 04 b

03 03 | b

0.2 02 ;

0.1 01 [ ]

ey

0.20 0.22 0.24 0.26 0.30 0 35 0.40 0.50 0.60 0.20 0.22 0.24 0.26 0.30 0.35 0.40 0.50 0.60
U UA
(b) Promedio de Exm para {o%,p.}. (c) Dispersién para Exm

Figura 4.15: Familia A: en las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio de los
VECinos E\:,m en la red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio
de los vecinos.
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A cerca de los resultados obtenidos para k y &~ no hay tanto que discutir como
en el caso del resto de las medidas. Sin embargo, un resultado interesante que vale la
pena mencionar es el cociente entre la dispersiéon de grado promedio y su media; éste es
mostrado en la Figura 4.16 (pégina 86), el cual implica que los resultados obtenidos sobre
asortatividad son novedosos ya que podrian ser resultado del proceso de formacion de
médulos mediante un proceso trivial, el cual serfa que se forman moédulos, dentro de los
cuales los nodos estarian unidos todos con todos, y estos médulos a su vez estarian aislados

o débilmente unidos entre ellos.

Una de las cosas interesantes en este trabajo es que los médulos estan bien definidos
pero unidos de forma no trivial y la forma en que eso se comprueba es asegurar que la
dispersion del grado Sy es grande respecto del valor medio del grado, como se observa en

la Figura 4.16.

Familia A

Figura 4.16: Familia A: dispersién S; del grado promedio respecto al valor medio del
grado.



CAPITULO 4. EXPERIMENTOS COMPUTACIONALES 87

4.3.2.2 FaAMILIA B

Como se observé anteriormente en los resultados correspondientes al nivel de sincro-
nizaciéon global de esta familia, se ha visto que el nivel se mantiene en general alto para
valores altos de p. lo cual no sucede en la familia A. Como consecuencia de este resultado,
se puede observar que los resultados para la modularidad obtenidos en esta familia presen-
tan un crecimiento un tanto diferente al que se da en la familia A. Aqui se puede ver que
el salto en torno al intervalo [0.6,0.7] para p. no es tan marcado, con lo cual se observa
que el comportamiento es més bien concavo hacia arriba y respecto a la familia A estos

resultados son numéricamente menores.

En esta familia también se puede observar que conforme p. es mayor y el nivel
de sincronizacién global decrece la modularidad crece, por esta razon, por ejemplo, para
o? = 0.60 el crecimiento es mds suave y menos notable; los mismo sucede con el resto de
valores de acoplamiento, cuanto més tarda en decrecer el nivel de sincronizacién global

mas tarda en aparecer la modularidad.

Una cosa importante que se debe observar en estos resultados es que la dispersion
es mas grande, c.f. la Figura 4.17(c) (pégina 88), respecto a los resultados obtenidos en la

familia A.

En la Figura 4.18 (pagina 89) se muestran las redes tipicamente obtenidas para
valores de p. = 0.7, p. = 0.8 y p. = 0.9 con un valor de fuerza de acoplamiento o” = 0.3.
Se muestran estas redes ya que son un ejemplo de combinaciones para las cuales se puede
observar la aparicién de la modularidad y en la Figura 4.17(a) (pégina 88) se puede ver la

diferencia del nivel de modularidad obtenido.

Igualmente como sucede en la familia A, en esta familia conforme la modularidad
incrementa las redes tienden a fraccionarse, pero a diferencia de la familia A en este caso
la la tendencia es menos acusada, es decir, la tasa de grupos presentes es menor con lo que

la tendencia a fraccionarse no es tan marcada.

Observe que solo para esta medida se muestran los resultados obtenidos para

a” ={0.20,0.22,0.24, 0.26, 0.30, 0.35, 0.40, 0.50, 0.60
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ya que es para hacer la comparaciéon con la familia A, el resto de valores de fuerza de

acoplamiento muestran un comportamiento similar a los mostrados.
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(b) Paso de transicién para Mg. (c) Dispersién S3*.

Figura 4.17: Familia B: para cada valor de p. y ¢” se muestra el valor promedio obtenido
para la modularidad M.
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(a) Familia B: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.7 con
o =0.3.

(b) Familia B: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.8 con

(¢) Familia B: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.9 con
o =0.3.

Figura 4.18: Familia B: ejemplos de redes que muestra las topologias tipicamente
obtenidas en una simulacién con p. = 0.7, p. = 0.8 y p. = 0.9, y 0” = 0.3. Se observa

el incremento de modularidad en la topologia final conforme p. es mas grande.
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En la Figura 4.19(a) (pagina 91) se muestran los resultados sobre asortatividad Ag,
obtenidos con la Ecuacién (3.12) y en la Figura 4.20(a) se muestran los resultados sobre

la pendiente Kp, obtenidos con la Ecuacién (3.14), para esta familia.

En esta familia se puede observar que hasta ¢® = 0.30 se da un crecimiento repentino
de p. = 0.625 a 0.650 pasando de tener un valor de asortatividad negativo a positivo, con

un crecimiento de 2 a 3 décimas; esto sucede en ambas medidas de asortatividad.

Recuerde que en esta familia hay combinaciones (p., o) que no convergen (Tabla 4.8)
o decaen bruscamente (Tabla 4.9), en esta medida eso se ve reflejado en los correspondientes
valores, desde p. = 0.575 hasta p. = 0.650 para valores de fuerza de acoplamiento menores

a partir de o? = 0.30.

También se puede observar que aunque el comportamiento es concavo hacia arriba
(similar a la familia A) a partir de p, alrededor de 0.7 y que inclusive para o = {0.50,0.60}
se obtiene un valor de asortatividad mayor para p. = 0.9 y p. = 0.925, respectivamente,
la dispersién es mayor para mas combinaciones, sobre todo para combinaciones con p. en

torno a [0.5,0.6].
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Figura 4.19: Familia B: para cada valor de p. y 0” se muestra el valor promedio obtenido
para la asortatividad A .
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Figura 4.20: Familia B: para cada valor de p. y ” se muestra el valor promedio obtenido
para la pendiente /Cj.
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En la Figura 4.21 (pagina 94) se muestra el grado promedio kj y en la Figura 4.22

pagina 95) se muestra el grado promedio £ del grado de los vecinos de un nodo.
B

En este caso, también es légico que se presente una transicién en torno a p. = 0.6
dado que las redes finales obtenidas son modulares y por tanto, cuando se tienen redes
completamente conexas tanto el grado promedio como el grado promedio de los vecinos
en la red son altos y conforme los enlaces van desapareciendo ambos promedios tienden a
disminuir. Obsérvese que con esto reforzamos la conclusion de que cuanto més grande sea
pe més desconexas se vuelven las redes; y que para valores de p. € [0.6,0.7] y alrededor,
justo donde se tiene la transicién, también como en las medidas anteriores es donde se
presenta la mayor dispersion. En esta familia también se obtiene una mayor dispersion

para estas medidas cuando o es mayor que 0.30 para valores altos de p,.

El hecho de que la mayor dispersion se dé en el intervalo de transicién es debido a
que para valores de probabilidad alrededor y dentro de [0.6,0.7] las combinaciones con o”
menor que 0.30 son las tltimas en converger, es decir, son las combinaciones en las cuales

hay enlaces que tardan mucho en converger o no convergen.
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Familia B
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(a) Valor promedio kg por cada {p., o}
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(b) Promedio k5 por cada {o”, p.}. (c) Dispersién SE.

Figura 4.21: Familia B: En las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio en la
red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio en la red k.
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Familia B
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Figura 4.22: Familia B: en las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio de los

. 7 Vm . . ., .
vecinos k," en la red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio
de los vecinos.
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4.3.2.3 Famiria C

La mitad de las frecuencias naturales se han definido a 0.8 y el resto a 1.2 con todos

los pesos inicializados a 0.5.

Como se observé anteriormente en los resultados correspondientes al nivel de sincro-
nizaciéon global de esta familia, se ha visto que el nivel se mantiene en general alto para
valores p. hasta 0.625 y ¢“ mayor a partir de 0.040. Para el resto de los valores de fuerza
de acoplamiento y todos los valores de p. se ha observado que en general los niveles de
sincronizacion global que se tiene para esta familia son mayores que los que se obtiene en la
familia A, sin embargo, en este caso presentan una mayor dispersién. Como consecuencia
de este resultado, se puede observar que los resultados para la modularidad obtenidos en
esta familia presentan un crecimiento lento comparado con el que se da en la familia A y en
la familia C. Aqui se puede observar que no hay un salto distinguible en torno algin valor
de p., excepto para o = {0.50,0.60} con p. € [0.625,0.675]. Ademads, la modularidad mds

alta obtenida es entorno a la mitad de la obtenida en las otras familias.

Una cosa importante que se debe observar en estos resultados es que la dispersion
en general es pequena excepto para p. = 0.65 con ¢ = 0.50, c.f. la Figura 4.23(c) (pégina

97). Para esta combinacién se obtiene una dispersién de 0.5030

En la Figura 4.24 (pagina 98) se muestran las redes tipicamente obtenidas para
valores de p. = 0.6, p. = 0.7 y p. = 0.8 con un valor de fuerza de acoplamiento o = 0.8.
Se muestran estas redes ya que son un ejemplo de combinaciones para las cuales se puede
observar la aparicién de la modularidad y en la Figura 4.23(a) (pégina 97) se puede ver
que la diferencia del nivel de modularidad obtenido no es muy notable; sin embargo los

modulos estdn bien definidos.

La modularidad en este familia, como en las anteriores, se incrementa pero de una
manera diferente a lo que sucedia en las familias A y B, aqui los grupos que se forman son

menos (c.f. la Figura 4.23 pégina 97)) pero son mas densos.

Igualmente para esta medida se muestran solo los resultados obtenidos para ¢ =

{0.20,0.22,0.24, 0.26, 0.30, 0.35, 0.40, 0.50,0.60} ya que también es por hacer la compara-
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cién con la familia A, el resto de valores de fuerza de acoplamiento muestran un compor-

tamiento similar a los mostrados.

Familia C
07 L A
- & 0.60
f e 0.50
0.6 L m 0.40 ]
L A 0.35 ]
0.5 0.30 )
I e 0.26 ]
o 0.4 v 0.24 1
g 0.22

0.3 | 0.20

0.2 |

0.1}

01 02 03 04 05 06 07 08 09
Pe

(a) Promedio para M por cada valor de p. y cada valor de acoplamiento o®

I I I I I I MR |
0 01 02 03 04 05 06 0.7 0 0.05 01 015 02 025 03 035 04

0.9 0.9

0.8 0.8 | ]
07 F 1
0.6 |

05 :
0.4 E
03 [ ;
02 ;

0.1 f

0.20 0.22 0.24 0.26 0.30 0.35 0.40 0.50 0.60 0.20 0.22 0.24 0.26 0.30 0.35 0.40 0.50 0.60

O'C O.FC

(b) Promedio M ¢ por cada {c% p.}. (c) Dispersién SH'.

Figura 4.23: Familia C: para cada valor de p. y 0 se muestra el valor promedio obtenido
para la modularidad M.
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(a) Familia C': ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.6 con
0% =0..

(b) Familia C: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.7 con
c¢=0.8

(¢) Familia C: ejemplo de red que muestra las to-
pologias tipicamente obtenidas para p. = 0.8 con
c?=0.2..

Figura 4.24: Familia C: ejemplos de redes que muestra las topologias tipicamente
obtenidas en una simulacién con p. = 0.6, p. = 0.7y p. = 0.8, y 0 = 0.8. Se observa

el incremento de modularidad en la topologia final conforme p. es mas grande.
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En la Figura 4.25(a) (pagina 100) se muestran los resultados sobre asortatividad
A¢ y en la Figura 4.26(a) (pdgina 101) se muestran los resultados sobre la pendiente Co,

obtenidos para esta familia.

Aqui se puede observar que ambas medidas presentan el mismo comportamiento,
incluso la diferencia estd en los promedios obtenidos cuando p. es mayor que 0.8. La
tendencia de crecimiento que se observa, es debida a los resultados obtenidos para el nivel de
sincronizacion global y local que se han obtenido, como pasa en las otras familias. Obsérvese
que hasta p. aproximadamente en 0.625 el crecimiento es muy suave, y hasta este valor de
pe €l respectivo nivel de sincronizacion global obtenido es alto en general. Como sucedia
con la sincronizacién local (Figura 4.8, pagina 74), ambas medidas de asortatividad crecen
répidamente para p. € [0.6,0.675], y a partir de estos valores la tendencia sigue siendo
creciente aunque los resultados obtenidos siguen siendo comparables con los obtenidos en

la familia A.

Los resultados obtenidos para el grado promedio y el grado promedio de los vecinos
son mostrados en las Figuras 4.27 y 4.28 (pdginas 102 y 103). En este caso también se
observa que la mayor diferencia se da en torno a p. € [0.6,0.675], cuando el nivel de
sincronizacién global decrece y el nivel de sincronizacién local crece. De las tres familias,
es en ésta en donde se obtiene la menor dispersién para ambas medidas de grado promedio,

sin embargo, esto no significa que los resultados obtenidos en esta familia sean los mejores.
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Familia C
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Figura 4.25: Familia C: para cada valor de p. y 0 se muestra el valor promedio obtenido
para la asortatividad A..
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Familia C
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Figura 4.26: Familia C: para cada valor de p. y 0 se muestra el valor promedio obtenido
para la pendiente /C..
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Familia C
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Figura 4.27: Familia C: en las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio k. en
la red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio en la red.
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Figura 4.28: Familia C: en las subfiguras (a) y (b) se muestra el grado promedio de los

. —Vm . . ., .
vecinos k. en la red. En la subfigura (c) se muestra la dispersién del grado promedio
de los vecinos.
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4.4 CONCLUSIONES SOBRE LOS EXPERIMENTOS

Con los experimentos realizados se observa que efectivamente la sincronizacién en
redes, las propiedades dindmicas y topolédgicas se influyen mutuamente y ésta requiere de

una estructura modular la cual se determina evolutivamente con el modelo propuesto.

De las tres familias mostradas, los resultados més novedosos son los obtenidos con
la familia A. estos son los que mejor se comportan a pesar de que no se tiene un modelo

determinista.

La novedad de los resultados que se obtienen radica en el modelo, ya que tanto
la modularidad como la asortatividad aparecen de forma dindmica. En el modelo no se
impone la topologia, sino que ésta surge de forma natural, inicamente por adaptacién a la
dindmica de los nodos. Estudios con modelos como el propuesto en este trabajo hay muy

pocos en la literatura.

Este trabajo es fundamental para probar que si se puede estudiar como es que la
modularidad y la asortatividad surgen dindmicamente, tal y como sucede en las redes
reales, y de este modo empezar a entender cémo es que éstas tienen la estructura que

presentan. En este sentido su aporte es mas conceptual que aplicable.



CAPITULO 5

CONVERGENCIA

En algunos casos, los enlaces tardan mucho en converger, o no convergen en un tiempo
razonable, porque los pesos comienzan a oscilar. Este comportamiento oscilante es debido
a que de alguna manera el comportamiento de los enlaces se adapta a la dindmica de los
nodos que unen. El enlace sigue durante un tiempo a un nodo y luego pasa a seguir al
otro nodo. En este Capitulo presentamos un justificacién sobre el comportamiento de los

enlaces que tardan en converger 0 nO convergen.

Se mencioné en el Capitulo 4 que a pesar de que todas las simulaciones estan cum-
pliendo el criterio de parada, hubo diferencias notables en sus tiempos de ejecucién. Cu-
riosamente, estas diferencias se deben a relativamente pocos enlaces, generalmente menos
de 100. Esto significa que algunas combinaciones (o, p.) dan lugar a enlaces que convergen

muy lentamente y por tanto exigen un 90 % o més de tiempo para terminar la simulacién.

Un resultado tedrico de Li et al. [2008] indica que en las redes formadas por dos médu-
los de osciladores de fase interactuando, la mayoria de ellos contribuyen al comportamiento
sincrono, pero unos pocos osciladores se encuentran en una situacién de frustracién debido
a las diferentes entradas de los dos médulos. Como consecuencia de ello, si los osciladores
en el nucleo de estas comunidades tienen frecuencias 21 y €29, los osciladores situados entre

Q-9

los dos médulos oscilan alrededor de % con una frecuencia =2

Cuando se estudid el comportamiento de los enlaces renuentes a converger, se ob-
servd un comportamiento oscilatorio, con amortiguaciones mas bien pequenas. Por lo tanto,
tiene sentido comprobar si el cambio de comportamiento encontrado para la dindmica de

los osciladores frustrados es consecuencia de los enlaces. Esto se puede hacer de la ma-
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nera siguiente. Si el peso wy,, entre los nodos m y n es oscilante, se puede calcular la
frecuencia real de oscilacion Qgﬁp a partir de los datos, y compararlo con el valor tedrico,
el cual es la mitad de la diferencia entre las frecuencias instantaneas de los nodos unidos,
for?r = (Hn — Gn)/Q En un ajuste perfecto se espera encontrar que todos los puntos estan

a lo largo de una linea recta con pendiente 1.

Para probar el comportamiento oscilante de los enlaces que tardan mucho en con-
verger elegimos el enlace que peor cumple la condiciéon de parada y hacemos el siguiente
ajuste:

y = a+ bsin(ct + d), (5.1)

donde y es el valor de dicho enlace al tiempo ¢ y donde a, b, ¢ y d son los parametros que

hay que ajustar.

Cuando y es discretizada se tiene que
Yn = a + bsin(cAtn + d), (5.2)

donde At es el paso temporal usado en la simulacién del modelo. ;Cémo se ajustan los
datos obtenidos a una funcién de la forma (5.2)? Lo que tenemos que hacer es darnos

cuenta de que la derivada de (5.1) es

y' = beeos(ct + d) (5.3)
y que
y—a 2 y/ 2
=] =1 5.4
() + (5) = o
ya que de (5.1) tenemos que
y%ba = sin(ct + d) (5.5)
y de (5.3)
/
% = cos(ct + d), (5.6)

luego haciendo uso de la propiedad sin?(x) + cos?(x) = 1 acabamos.
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En la version discreta lo que tendriamos es que

2 2
Yn — Q Yn — Yn—1 B
(252) + (257) -1 (57)
— Yn—=Yn-1

porque y,, = “—=+ (solo vélido para n > 1).

Ahora vamos a definir

2
 {Yn —Yn—1
Zn 1= <7At > (5.8)

ya que de esta forma multiplicando la Ecuacién (5.7) por ¢2b? se tiene que:

22 (ynb—2 a) 122 (y(nA;)ZQ/ZQ—bB)Q — 2p?
A(yn — a)* + (7% _Ain1>2 = A
A2 —2ay, +a*) + 2z, = cb?
c2y,21 — 2Py, +a®P + 2z, = b
Zn = —chfl + 2acty, — a*c? + Av?
Zn = =Y+ 2acty, + A0 - d?), (5.9)

y esto es un ajuste multi-lineal de z, a {y2, yn, 1} con {a, b, ¢} pardmetros a determinar.

Matricialmente tenemos que si:

21 yi on 1
2
22 y5 Y2 1
? = y M= '2 .
Zn, ygb Yn 1

donde recordemos que zg no puede ser calculada y por eso no aparece, entonces se verifica

que

? =M 2ac? (5.10)
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es decir, estamos buscando un vector ﬁ tal que
7 -M7, (5.11)

porque de esta manera

/80 = _027
B = 2ac? (5.12)

Be = Eb*—d?).

A nosotros solo nos interesa 3y porque nos permite calcular ¢, que es la estimacién
de la frecuencia a la que oscila el enlace. No obstante, podriamos obtener el resto, excepto

d, si nos interesara.

Para calcular la soluciéon ? de (5.11), sabemos que la matriz M no es degenerada, es
decir, sus columnas son linealmente independientes y podemos multiplicar por la izquierda
la Ecuacion (5.11) por MT:

MZ =MMZ, (5.13)

y (MTM) serd una matriz 3 x 3 con determinante no nulo e invertible. Luego podemos
expresar ﬁ como:

B =M MTZ, (5.14)

Pero la matriz M TM tiene la forma

a b ¢
MM=|14% ¢ d4d]l, (5.15)
¢ d ¢

que depende de cinco cantidades facilmente calculables:

n n n n n
~ 4 7 ~ 5 ~
a= ul b=yl e=> yl d=) v yé=) 1,
1=1 i=1 1 i=1 i=1

1=

siendo n el tamano de la muestra que se usa para calcular los promedios.
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A partir de haber calculado las cantidades @, b, &, d y €, las cuales son calculadas a
partir de los datos que se tienen (los valores y; de los pesos de los enlaces a lo largo de un
cierto tiempo, donde ¢ es un instante de tiempo), la matriz MTM es muy facil de invertir

y por tanto, como ya se conoce M, se puede calcular sin inconvenientes la FEcuacién 5.14.

Con lo anterior, se puede calcular cuanto vale ? solo a partir de los datos y;, que da
el valor del enlace en el instante 7. El caracter oscilante de los enlaces queda determinado

por by por ¢, porque b es la amplitud y ¢ es la frecuencia de oscilacién experimental QP

En los experimentos, la convergencia es lenta para practicamente todos los valores
de fuerza de acoplamiento, cuando p. estd cerca de 0.625. Por lo tanto, se repitio el ex-
perimento con estas combinaciones en varias ocasiones y se midieron ambas frecuencias,
tanto Qoal como Qfﬁf?r. En la Figura 5.1 se comparan estas cantidades con respecto a
una muestra aleatoria de los enlaces de convergencia lenta. Obsérvese que estan princi-
palmente a lo largo de la diagonal, lo que apoya la suposicién que se hace acerca de que
los enlaces tienen un comportamiento frustrado. Sin embargo, con el fin de demostrarlo
estadisticamente, también se realizé una prueba de significacion de la tendencia utilizando
el coeficiente de correlacién lineal de Pearson, Hill y Lewicki [2006]; la respuesta es positiva

ya que se obtiene una pendiente de 0.970 con una r = 0.662 y p-valor 3 - 10719,

Tenga en cuenta que el computo de las dos frecuencias es intrinsecamente ruido-
so, dando lugar a medidas con errores relativamente grandes. Entonces, la informacién
dada por las cantidades como r-cuadrada, midiendo la bondad de un ajuste lineal, son
enganosamente bajos debido a que esta relacionado con la fracciéon de la varianza en los
datos que estan explicados por la linea recta. En estos casos, es mas interesante cuantificar

la significatividad del resultado.
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Figura 5.1: Frecuencia de los enlaces oscilantes en la red con Q%P frente a la frecuen-
cia teérica Q9" Cuando se calcula el coeficiente de correlacién lineal de Pearson, se
encuentra un p-valor de 3-1071%, lo que indica que la tendencia es significativa. La linea
de color azul es el mejor ajuste de los datos y la linea de color rojo corresponde a la
forma tedrica.



CAPITULO 6

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se estudi6 el problema de integracién/segregaciéon desde el punto de
vista de las redes complejas, considerando que la topologia de la red no es estatica; sino que
existe un mecanismo adaptativo que esta actuando sobre los enlaces en la red. El estudio
fue realizado con el objetivo de identificar bajo qué condiciones ocurre la sincronizacion
en redes y qué propiedades estructurales estan presentes en la topologia de la red cuando

ocurre la sincronizacion

Para cumplir los objetivos se propuso un modelo dindamico con el cual se modela
la evolucion en el tiempo tanto de la conexién entre cada par de elementos como la evo-
luciéon de cada uno de los elementos en el sistema. El objetivo principal fue desarrollar
un algoritmo de formacién topoldgica con sincronizacién eficiente, el cual estd basado en
la interrelacién entre las propiedades estructurales, locales y globales, y las propiedades

dindmicas de un sistema.

El modelo propuesto es un modelo adaptativo para sincronizacién en redes. Se con-
sideraron medidas para sincronizacién a nivel local y global, propiedades topolégicas como
el grado promedio, el grado promedio de los vecinos, la modularidad y la asortatividad. Se
logré comprobar por medio de diferentes formas que los resultados obtenidos son novedo-

SOS.

En el modelo se propusieron dos funciones para la evolucién de un sistema, con
una se modela la dindmica, evolucion en el tiempo, del comportamiento de las conexiones
entre pares de elementos en un sistema. Con la otra funcién se modela la correlacién

entre cada par de elementos en el sistema. También se propuso una medida de desempeno
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para la sincronizacién a nivel local la cual facilité cuantificar numéricamente el nivel de

sincronizacién local.

Con la funcién que modela la dinamica de la evolucion de los enlaces se evita el
hecho de tener que definir una topologia de red inicial y en su lugar se tiene un modelo
con el cual se genera la topologia mas adecuada, asi, se optimiza la topologia de la red

para que la sincronizacién sea mas facil.

El mejor resultado que se encontré fue que la modularidad, que es una caracteristica
global, puede naturalmente surgir en una red cuando se considera que los enlaces estan
evolucionando, es decir, por medio de las propiedades dinamicas para la escala local. Tam-
bién se observé que incluso en ausencia de la sincronizacién global, un alto grado de

sincronizacién local puede prevalecer.

Los resultados experimentales mostraron que el modelo propuesto es adecuado para
estudiar la sincronizacién en conjunto con la formacién topoldgica, debido a la naturaleza

de los enlaces.

La caracterizacién de la topologia de las redes resultantes se hizo en términos de la
medida de asortatividad y la medida de modularidad, y se observé que la sincronizacién y
las propiedades estructurales pueden afectarse mutuamente, con lo cual se comprueba la
hipétesis supuesta. Esto es de interés ya que en la literatura existente el estudio de sincro-
nizaciéon es bajo topologias pre-impuestas; el enfoque presentado en este trabajo permite
el estudio de como la sincronizacién y procesos semejantes afectan a la formaciéon de comu-
nidades, para complementar el trabajo existente sobre como la presencia de comunidades

afecta a la sincronizacién.

También se encontré que en algunos casos la convergencia es dificil para algunas
combinaciones (p.,0), y se probé que ésto es debido a que hay enlaces que llegan a un
estado frustrado en el que tienen una frecuencia oscilante que depende de las comunidades
a las que esta conectando. En este caso, se observd que el ntiimero de iteraciones requeridas
para tender a la convergencia es muy elevado ya que se logré entender que el enlace oscila

entre las frecuencias instantaneas de los osciladores.
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Cabe destacar que los resultados obtenidos para la asortatividad se han encontrado
porque se han unido nodos que estan teniendo frecuencias iguales, es decir, se reforzaron

los enlaces que unen nodos con frecuencias iguales.

Como trabajo futuro se debe destacar qué se espera si en realidad lo que se refuerza
son los enlaces que unen nodos que estan haciendo lo opuesto, es decir, nodos que tiene
frecuencias que no son similares, ;se obtendrian redes disasortativas? Para responder esta
pregunta, seria importante realizar con detalle la experimentacién correspondiente para
analizar los resultados obtenidos. Si se obtienen redes disasortativas, el modelo propuesto
sera ain mas robusto pues no solo se obtendrian redes en las cuales emerge una mesoescala
sino que también se podrian generar redes con propiedades opuestas a las redes que ya se

tienen.

También se pueden hacer modificaciones al programa para hacer pruebas con redes en
las cuales la topologia sea impuesta, como se ha hecho en trabajos existentes, lo importante
aqui seria estudiar si sigue emergiendo una mesoescala y probar si la combinacién {o, p.}

da mejores resultados que los obtenidos al no imponer ninguna topologia de red.
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